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Bevezetés

Jatékelmélet alatt sok, egymaéssal lazan vagy szorosabban Osszefiiggo teriiletet értiink; a félévben
ezek kozil harmat fogunk érinteni. Az (I} fejezet kombinatorikus jatékokrdl szél: ide tartoznak olyan
népszeri tablajatékok is, mint a sakk vagy a go. Belatunk egyrészt igen altalanos eredményeket, mint
példaul azt, hogy a sakkban vagy kell legyen az egyik jatékosnak nyer6, vagy mindkettonek nem veszté
stratégidja (de nem tudjuk, ezek koziil melyik teljesiil). Emellett megadjuk néhdny egyszerii kombi-
natorikai jaték teljes elemzését is. A fejezet témdi és targyaldsmédja a Véges matematika targyhoz
kapcsolédnak szorosan: elemi, am olykor igen ravasz kombinatorikai megfontoldsokkal taldlkozunk.

A2 fejezet a stratégiai jatékokra vonatkozo alaperedményeket mutat be. Ez szamit a jatékelmélet
kozponti teriiletének és szolgdl a kozgazdasdgtan legfontosabb matematikai alapjaként. Megsziiletését
hagyomanyosan Neumann Janos és Oskar Morgenstern Jatékelmélet és gazdasagi viselkedés cimii
konyvének 1944-es megjelenéséhez kotik. FO kérdésfeltevése olyan szitudcidk elemzése, amelyekben
egymassal érdekellentétben all6, raciondlisan cselekvo egyének hoznak dontéseket. Ilyenre a legkiilon-
b6z6bb kontextusokban lathatunk példakat. A fejezet egyes részeihez sziikséges a linearis programozas
alapjainak Operdcickutatdsban tanult ismerete.

A harmadik {6 teriilet a mechanizmustervezés fejezet): osztozkodasi folyamatok, tarsadalmi
dontések igazsagos meghozatalat biztosito eljarasok tervezése. Amellett, hogy megtanulunk igazsagosan
elosztani egy pizzat illetve megmutatjuk, hogyan hozhatdak létre stabil parkapcsolatok, fontos lehetet-
lenségi eredményekkel is szembesiiliink, példdul azzal, hogy nem lehet igazsigos valasztasokat rendezni.

A jegyzet anyagan tul az aldbbi irodalmak szolgalhatnak kiinduldsul:

— E. R. Berlekamp, J. H. Conway, R. K. Guy, Winning Ways for Your Mathematical Plays, Vol. 1.,
A K Peters, Wellesley, MA, 2001 — Az (1] fejezethez

— Csdkdny B., Diszkrét matematikai jatékok, Polygon Kényvtar, Szeged, 2005 — Az [l] fejezethez.

— N. Nisan, T. Roughgarden, E. Tardos, V. V. Vazirani, Algorithmic Game Theory, Cambridge Uni-
versity Press, New York, 2007,
www.cambridge.org/journals/nisan/downloads/Nisan Non-printable.pdf — A [2| és[3] fejeze-
tekhez.

— David Pritchard, Game Theory and Algorithms, drajegyzet: www.cs.princeton.edu/ dp6/gta/

— Forgé F., Pintér M., Simonovits A., Solymosi T., Jatékelmélet, elektronikus jegyzet :
web.uni-corvinus.hu/"pmiklos/Works/PDF/forgo_jatekelmelet.pdf|— A [2| fejezethez.

— Y. Peres, Game Theory, Alive, elektronikus jegyzet:
www.stat.berkeley.edu/users/peres/gtlect.pdfl — Az Osszes fejezet anyaga megtaldlhatd ben-
ne.

— T. S. Ferguson, Game Theory elektronikus jegyzet:
www.math.ucla.edu/"tom/Game _Theory/Contents.html — szintén..
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— Janko Zs., |Stabil parositasok és egyetemi felvételi ponthatarok, BSc szakdolgozat, ELTE 2009, a
fejezetekhez.

— Tovéabbi elektronikus jegyzetek minden mennyiségben: www.gametheory.net/lectures/level.pll

1. Kombinatorikus jatékok

Kombinatorikus jatékok alatt kétszemélyes jatékokat fogunk érteni, ahol a jatékosok felvaltva
lépnek. Ebbe az osztdlyba tartoznak az olyan népszerti tablajatékok, mint a sakk, a malom vagy
a go. A pontos definicié megadasa el6tt néhany konnyen kielemezheté példaval kezdiink.

A nim jatékban adott egy kupacban n kavics. Két jatékos felvdltva lép: minden 1épésben a soron
kovetkezo jatékos egy, kettd vagy harom kavicsot vehet el; az nyer, aki az utolsé kavicsot elveszi.
Konnyen lathatd, hogy pontosan akkor van az elsé jatékosnak nyerd stratégidja, ha n nem oszthatd
4-gyel. Ilyenkor ugyanis tud gy lépni, hogy a kavicsok szamat néggyel oszthatéva tegye; ellenben ha
a kavicsok szama néggyel oszthatd, tetszdleges 1épés elrontja ezt a tulajdonsagot.

Kovetkez6 jatékunkban adott két kupacnyi kavics. A soron kovetkezo jatékos kivalasztja az egyik
kupacot, és abbdl egyet vagy tobbet elvesz. Az veszt ismét, aki nem tud lépni. Kinek van nyerd
stratégiaja?

1.1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha a két kupacban ugyanannyi kavics van, akkor a mdsodik jatékos
mindig tud nyerni, minden eqyéb esetben pedig a mdsodiknak van nyerd stratégidja!

Hérom kupac esetére mar joval bonyolultabb a valasz; késébb azonban tetszoleges szamu kupacra is
megadjuk a nyerd stratégidkat.

Addig is, baratkozhatunk a jatékkal online jatszhat6 valtozatokban: www.dotsphinx. com/games/nim
illetve www.chlond.demon.co.uk/Nim.html/.

Az eredeti nim altalanosithat6 a kévetkezé médon. Adott pozitiv egészeknek egy S halmaza, és a
soron kovetkezé jatékos mindig S-beli szamu kavicsot kell elvegyen. Az veszt, aki nem tud lépni. (Az
eredeti példaban S = {1,2,3}.) Hany kavicsndl kinek van nyer6 stratégidja?

Ennek megvéalaszoldsdhoz a nemnegativ egészeket két osztilyba szeretnénk sorolni: K-ba azokat
tessziik, ahol a soron kovetkezo jatékosnak van nyerd stratégidja, F-be pedig azokat, ahol az el6zonek.
Vilagos, hogy 0 € FE, tovabba E-be kell soroljunk minden olyan szamot is, amely minden S-beli
szamnal kisebb. Az ezeknél nagyobb szdamokat névekvd sorrendben soroljuk be E-be vagy K-ba.

Legyen n a soron kovetkezé szam; tegyiik fel, hogy minden n-nél kisebb értéket mar besoroltunk.
Ha létezik olyan s € S, amelyre n — s € E, akkor n-et K-ba soroljuk be, hiszen ekkor tud olyat
1épni, ahonnan az indukcié szerint mar nyerni tud. Ha minden s € S-re n — s € K, akkor viszont n-et
E-be soroljuk be, ekkor ugyanis barhogy 1ép, a masik jatékosnak lesz nyero stratégidja. Az els6 jatékos
nyer6 allasai a K-beliek. Nyer6 stratégidja az, hogy mindig E-belibe 1ép. Innen a masodik jatékos a
konstrukcié miatt kénytelen jra K-belibe 1épni.

Mindezen jatékoknak a betli valtozata is értelmes: ebben nem nyer, hanem éppenhogy veszt az,
aki utoljara lép.

1.2. feladat. Hatdarozzuk meg az eddigi példdk betli vdltozatainak nyerd stratégiait!

1.3. feladat. A mérgezett csoki jdtékban egy n x m-es tdbla csoki bal alsé kockdja mérgezett: aki ezt
megeszi, elveszti a jatékot (sét, az életét is). A soron kovetkezd jatékos kivalaszthatja a maradék cso-
kidarab egy kockdjdt, és leharapja azt, valamint az 6sszes téle jobbra és felfele levd kockdt. Bizonyitsuk
be, hogy n X n-es és 2 x n-es tablak esetén a kezdd mindig tud nyerni! Mi a nyerd stratégidja ?

A fenti példék utdn megadjuk a kombinatorikus jatékok egy altalanos definiciéjat. Az alabbi
tulajdonsagokat koveteljiik meg.
— Kétszemélyes és szekvencidlis: a két jatékos felvaltva 1ép.

— Adott egy (P, L) irdnyitott graf. P a lehetséges pozicidk (esetleg végtelen) halmaza. Egy pontbdl
kiindulé élek a lehetséges 1épéseknek felelnek meg. Teljesitenie kell a kovetkezoknek :
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* A jaték végesfokii: minden 4llasbdl csak véges sok masikba lehetséges 1épni, vagyis a grafban
minden pont kifoka véges;

* A jaték véges: tetszéleges allasbdl véges sok lépésen beliill véget ér a jaték, akarhogy is
jatszanak, vagyis nincs végtelen hosszu iranyitott séta a grafban.

— Altaldban (példdul ha ténylegesen jatszanak a jatékosok) adott egy po kezdéallas is, ami lehet egy
konkrét 4llds (mint a sakkndl) vagy egy tetszéleges P-beli allas, a jaték paramétereként.

— A jatéknak hdrom lehetséges kimenetele van: vagy az egyik jatékos nyer és a masik veszt, vagy
pedig dontetlen. A jaték végallapotai a nyeldk: azon elemei P-nek, ahonnan nem vezet kifele él.
Legyen D C P nyel6k egy kitiintett részhalmaza. Ha az utolsénak 1ép6 jatékos D-beli poziciéba
lép, a jaték dontetlennel ér véget. Egyéb esetben az a jatékos nyer, aki az utolsé 1épést teszi meg.
Elesnek nevezziik a jatékot, ha nincsen dontetlen, vagyis D = ().

Ezt a modellt, amikor az utolsénak 1ép6 jatékos nyer, normal jatéknak nevezziik. Betli jaték
esetén éppen forditva, az nyer, aki nem tud lépni. Vegyiik észre, hogy a betli jatékok is modellezheték
normal jatékokkal: vegytink fel egy 1j ¢ nyel6t, és minden nem D-beli nyel6bdl hizzunk egy élt t-be.

Ha tetszoleges kezdoallast megengediink, akkor a jatékot személytelennek nevezziik. Partizan
jatékokban a két jatékos szerepe kiilonboz6: adott a pozicidk egy (Pi, P») particiéja. A P; elemei az i.
jatékos pozicidinak felelnek meg. P;-beli allasbol csak P»-belibe lehet 1épni, P»-belibol pedig csak P;-
belibe. Csak pg € P; kezdOpozicidkat engediink meg. A sakk példaul partizan jaték, mivel ugyanabbdl
a tablaallasbdl mas tablaallasokba mehetiink &t attol fliggben, hogy melyik jatékos kovetkezik.

Vizsgaljuk meg ezt a példat kicsit kozelebbrol! Elso kozelitésben poziciénak a tabla egy lehetséges
allasat tekintjiik, azzal a plusz informéciéval, hogy melyik jatékos kovetkezik. (Egyes pozici6kbdl tehat
csak a sOtét, a tobbibél csak a vildgos jatékos szaméra adott 1épési lehetéség.) Ebben az esetben a jaték
nem lenne véges, mivel ugyanaz az allas végtelen sokszor megismétlédhetne. A sakk végességét két
szabaly garantalja: a jaték dontetlennel végzdédik, ha haromszor is bekovetkezik ugyanaz a tablaallés,
vagy ha Otven lépés sordn nem torténik lités vagy gyaloglépés. Ezen szabdlyokat is figyelembe véve,
a poziciénak a tablaallason és a kovetkezO jatékos megnevezésén kivil tartalmaznia kell azt az in-
forméciét, hogy az adott allas hanyszor szerepelt, és hogy mikor tortént legutobb tités vagy gyaloglépés
(és még par tovabbi informdcidt, pl. tortént-e mar sancolds).

Stratégia alatt egy P — P fliggvényt értiink, amely minden P-beli helyzethez, amelyik nem nyeld,
hozzarendeli az egyik ki-szomszédjat: vagyis tetszoleges allashoz hozzarendeliink egyet a lehetséges
1épések koziil. Egy jatékos koveti az adott stratégiat, ha mindig a stratégia altal kijelolt pozicidéba 1ép.
Nyer6 egy stratégia, ha 6t kovetve mindig nyerni tudunk, akarmit is 1épjen kézben a masik jatékos.
A kovetkez6 tétel a kombinatorikus jatékelmélet alaptételének tekinthetd. A bizonyitdas modszere a
bevezeté gondolatmenet altaldnositasa, a visszafejtés (angolul backward tracking).

1.4. tétel. Minden éles kombinatorikus jdtékban pontosan az eqyik jatékosnak van nyerd stratégidja.
Minden kombinatorikus jatékban vagy az egyik jdtékosnak van nyerd stratégidja, vagy mindkettonek
van nem vesztd stratégidja.

Bizonyitdas. Nyilvan nem lehet mindkét jatékosnak nyerd stratégidja, hiszen ekkor ha mindketten a
nyer6 stratégiajuk szerint jatszandanak, akkor mindkettejiik nyerne, ami lehetetlen. Sziikségiink lesz az
alabbi lemmaéra:

1.5. lemma. Minden p poziciora létezik eqy N(p) szdm, hogy p-bél indulva N(p) lépésen belil min-
denképp véget ér a jdték.

1.6. megjegyzés. A definicidban a végesség csak annyit tételez, hogy tetszdleges p-bdl inditott jaték
véget ér. Elképzelhetd lemne azonban, hogy tetszdleges k-ra van legaldbb k Iépésbol dllo lehetséges
jatékmenet. A bizonyitds a véges matematikdabdl ismert Konig-lemma gondolatmenete.

Bizonyitas. A végesség mellett a végesfokisagot hasznaljuk ki. Tegytiik fel indirekten, hogy pg := p-bol
indulva nem korldatos a lehetséges jatékok hossza. A végesfokisdg miatt az i. jatékos csak véges sok
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1. dbra

1épés koziil valaszthat ; ezek kozt kell tehat legyen egy olyan pi, ahonnan még tetszéleges hosszu jaték
lehetséges. p1-bdl ugyanezzel az érveléssel talalunk egy olyan po-t, ahonnan még tetszdleges hosszu
jaték lehetséges. fgy folytatva egy po, p1,p2, ps, - .. végtelen jatékmenetet kapunk, ellentmondédsban a
végességgel. (A kiilonbozé p;-k akar egybe is eshetnek, pl. lehet, hogy egy korén megytink korbe-korbe.)
&

N(p)-t valasszuk a legkisebb értéknek, amely teljesiti a lemma feltételét. Ez tehdt a p-bél indulva
jatszhaté leghosszabb jaték hossza. Vildgos, hogy minden pg € L élre N(q) < N(p) — 1. Ha p végallés,
az épp azt jelenti, hogy a kifoka nulla, vagyis N(p) = 0.

Lassuk be a tételt el6szor éles jatékokra! Célunk az, hogy P-t K és E halmazok uniéjara bontsuk
ugy, hogy pontosan a K-beli dllasokbdl nyerhessen mindig a soron kévetkezo jatékos. A kivant tulaj-
donsag ehhez az, hogy K-beli poziciobdl menjen él E-belibe, E-belibdl viszont csak K-belibe lehessen
1épni. Ekkor egy K-beli poziciéban az elsé jatékosank nyer6 stratégidja az, hogy K-belib6l mindig
valamely FE-belibe 1épiink, E-belibdl pedig barhova; és egy ugyanilyen stratégia egy K-beli poziciébdl
indulva a masodik jatékosnak nyer6 stratégia.

A beosztést N(p) szerinti indukciéval végezziik. A végéllapotokat, vagyis amikre N(p) = 0, he-
lyezziik E-be. Tegyiik fel, hogy minden olyan g¢-t, amire N(q) < N(p), mar besoroltunk E-be vagy
K-ba; példaul minden olyan ¢-t is, melyre pq € L. Ha 1étezik legalabb egy pq € L lehetséges 1épés,
amelyre ¢ € F, akkor helyezziik p-t K-ba. Ha minden pg € L élre ¢ € K, akkor helyezziik p-t E-be.
Ezéltal a teljes P-t két halmazra osztottuk. A bizonyitast a [ll dbra szemlélteti a 2 x 3-as mérgezett
csoki jatékra. (A jaték online jatszhaté itt: www.math.ucla.edu/ tom/Games/chomp.html.)

Nem éles jatékok esetén a poziciékat hdrom osztdlyba osztjuk: K, E és D. D azon alldsokat
tartalmazza, ahonnan indulva mindketten garantalni tudjék a legaldbb doéntetlen kimenetelt (de nem
tudja garantdlni a gy6zelmet). Ismét N (p) szerinti indukcidval osztjuk be a pozicidkat. A nyel6k koziil
a D-belieket helyezziik D-be, a tobbit pedig E-be.

Az éles esettel megegyezben, ha létezik legaldbb egy pq € L lehetséges 1épés, amelyre ¢ € E, akkor
helyezziik p-t K-ba. Ha nincs ilyen ¢, de létezik legalébb egy olyan, amelyre ¢ € D, akkor helyezziik
q-t D-be. Végiil ha egyik eset sem teljesiil, vagyis minden pq € L élre ¢ € K, akkor helyezziik p-t E-be.

Ezéltal D-beli poziciobdl indulva mindenképp D-beli poziciéba érdemes 1épni, kiilonben dtadjuk a
masik jatékosnak a nyerési lehet&séget. O

Eles jatékra a bizonyitdsban szereplé E halmazt a jaték magjdnak nevezziik (vagyis azt az
egyértelmi £ C P halmazt, amire E-belib6l csak P\ E-belibe lehet 1épni, de P\ E-belib8l lehet
E-belibe 1épni). Egy allas tipusdnak nevezziik F és K koziil azt, amelyikben benne van.

1.7. megjegyzés. Ha P véges, akkor a fenti bizonyitds egyszeritbben elmondhatd. A jaték végessége
miatt a (P, L) grdaf aciklikus, vehetjik tehdt egy forditott topologikus sorrendjét, vagyis a poziciok egy
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olyan p1,...,pn sorrendjét, ahol p;p; € L esetén j < i. Ebben a sorrendben soroljuk a csicsokat K-ba
lletve E-be.

1.8. feladat. Hogyan lehetne a fenti tétel gondolatmenetét olyan jdtékokra dltalanositani, amiben a
gydzelem és vereséq helyett tetszbleges valos szamot megengediink kimenetelnek, csak azt kovetelve meg,
hogy a jaték nulla-6sszegii legyen (tehdt minden nyeld pontndl meg van adva, hogy az odalépd jatékos
mennyit fizet a masiknak) ?

1.9. feladat. Tekintsiik a kovetkezd jatékot. Adott egy véges S = {s1, 2, ... sk} pozitiv egészekbdl allo
halmaz, és eqy n szam. Van egy n kavicsbol dllo kupac, a két jatékos ebbdl felvdltva elvesz s; € S
darabot, tetszoleges i-re.

a) S ={2,4,7} esetén hatdrozd meg, hogy mely n szdmnak mi a tipusa (tehdt, hogy E-dllds vagy
K-dlldas-e)!

b) Bizonyitsd be, hogy tetszbleges véges S-re az E tipusi allasok halmaza eqy idd utdn periodikus!

A tétel konstruktiv moédszert ad a nyerd (vagy nem vesztd) stratégidk meghatérozasara. A
hatranya az, hogy a lehetséges allasok szama roppant nagy lehet: mar egy kisméretli tablan jatszott
amoébaban is csillagészati. Erdekes médon bizonyos jatékokban annak ellenére meg tudjuk monda-
ni, melyik jatékosnak van nyerd vagy nem veszto stratégidja, hogy a stratégiat magat nem tudjuk
meghatarozni.

1.10. tétel. Tetszoleges n X m-es mérgezett csoki jatékban a kezddnek van nyerd stratégidja.

Bizonyitds. A tétel alapjan vagy az elsO, vagy a masodik jatékosnak van nyero stratégidja. Tegyiik
fel indirekten, hogy a masodik tud nyerni. Ekkor a teljes tabla E-beli, és a mésodik jatékos az elso
tetszOleges 1épésére tud E-beli pozicidba 1épni. Legyen az els6 jatékos elsé 1épése a jobb fels6 kocka
leharapésa! Erre reakcidoként a mésodik egy E-beli poziciéba tud lépni. Az elsé azonban egybdl 1éphette
volna ugyanezt, vagyis a teljes tabla nem lehetett E-beli, hiszen lehet beléle E-beli poziciéba lépni. [J

A fenti tétel tiikrében meglepd, hogy az n x n és 2 x n méreteken kiviil semmi més altaldnos
osztalyra nem ismert az elsé jatékos nyerd stratégidja. A fenti bizonyitasi médszert stratégialopasnak
nevezzik. Ennek egy masik érdekes alkalmazasa az amdba. Tegyiik fel, hogy egy véges méretii tablan
jatszunk, és az nyer, aki k jelet ki tud gytijteni egyenesen vagy &tléban. (A végtelen tablan jatszott
amdéba nem elégiti ki a kombinatorikai jaték definiciéjat, hiszen egy jétszma Orokké is tarthat akar.)

1.11. tétel. A véges tablan jatszott amdébaban a kezddnek mindig van nem vesztd stratégidja.

Bizonyitds. Ismét a tétel alapjan tegyiik fel indirekten, hogy a masodik jatékosnak van nyer6
stratégiaja! Helyezzen el az elsé jatékos tetszdleges my mezdén egy X-et. Tegyen tgy, mintha ez nem
lenne ott, és most kezdddne a jaték! Jatsszon gy, ahogy a masodik jatékos jatszand a nem veszto
stratégiajat! (Ezt megteheti: a stratégia minden tabladllashoz hozzérendel egy 1épést.) Az mgy mezével
csupan akkor lehet probléma, ha a stratégia szerint neki éppen ide kellene 1épnie. Ilyenkor valasszon
tetszoleges még szabad m; mezot, és 1épjen ebbe. Most m; veszi at a ,lathatatlan X7 szerepét, és
ugy jatszik tovabb az elsd jatékos, mintha mg-ra lépett volna, a stratégidjanak megfelel6en. Sziikség
esetén mq-et tovabbi ma, ms, ... mezokkel helyettesiti, amig nem nyer vagy be nem telik a tdbla, mely
esetben a jaték dontetlennel végzodik. O

A fenti bizonyitas az alabbi altalanos jatékokra is miikodik. A hipergrafikus jatékokban adott
egy véges M alaphalmaz, és M részhalmazainak egy ‘H = {Hi, Hs,...,H;} halmaza. A két jatékos
felvaltva megjeloli M egy-egy elemét; az a jatékos nyer, akinek el6szor sikeriil a sajat jelével egy H-beli
halmaz minden elemét megjeldlnie. Ha ez nem kovetkezik be addig, amig M elemei elfogynak, akkor
a jaték dontetlennel ér véget. A fenti tételhez hasonléan belathatd, hogy egy hipergrafikus jatékban a
kezdének mindig van nem veszto stratégidja.



1.1. k-nim és a Sprague-Grundy elmélet

A k-nim jatékban adott k kupac kavics, ezek méretei ny,...,ni. A soron kovetkez6 jatékos pon-
tosan az egyik kupacbdl vehet kavicsot, onnan viszont barmennyit, de legalabb egyet. Az veszt, aki
nem tud 1épni.

1.12. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha a k-nimben hozzdveszink a meglevd kupacokhoz két tovabbi,
egyforma méreti kupacot, akkor a jaték lényegében nem vdltozik: ugyanannak a jatékosnak lesz nyerd
stratégidja.

A pénzforgaté jatékban adott n pénzérme, mindegyik fejjel vagy irdssal felfele. A két jatékos
kozil a soron koévetkezd atfordithat egy fejet irdsra, és ezen kiviil még egy ettol balra levé érmét
atfordithat az ellenkezdjére (akar fejrél frasra, akar {rasrdl fejre). Az veszt, aki nem tud 1épni (vagyis
amikor mindegyik érme irassal van felfele).

1.13. feladat. A fenti feladat segitségével bizonyitsuk be, hogy a pénzforgato jdaték valdjaban ekvivalens
a k-nimmel: ha (balrél) az i. érme fej, az eqy i méretd kupacnak felel meg.

Az a és b szamok nim-06sszegét a @ b-vel jeloljiik, és a kovetkezé médon kaphatjuk meg. Mindkét
szamot felirjuk kettes szamrendszerben, és az azonos helyiértéken szerepl6 szamokat modulo 2 Gssze-
adjuk (4tvitel nélkiil!). Példdul 19 & 38 = 53, ugyanis
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Vildgos, hogy a nim-6sszeadas kommutativ és asszociativ miivelet. A miivelet két tovabbi egyszerii
tulajdonsaga:

a® b= c —bél kovetkezik bd c=a és a® c = b; (1)
az a ® x = 0 egyenlet egyetlen megoldésa z = a. (2)
1.14. tétel (Bouton, 1901). Az ny,ng,...,n méretd kupacokkal jatszott k-nimben a mdsodik jdté-

kosnak pontosan akkor van nyerd stratégidja, ha ni ®no & ... Hng = 0.

Bizonyitds. E-belinek definidlunk egy allast, ha a kupacok méreteinek nim-6sszege 0, egyébként pedig
K-belinek. Azt kell belatni, hogy E-beli dllasbdl csak K-belibe lehet 1épni, viszont minden K-beli
allasbol lehet E-belibe 1épni. Tegyiik fel, hogy egy E-beli allasban vagyunk, és a j. kupachdl vesziink.
Ekkor n; egyenld a tobbi £ —1 kupacban lev6 szamok nim-osszegével ; miatt akarhogyan médositjuk
is nj-t, a kapott dlldsban nem lesz 0 a nim-osszeg.

Tegyiik most fel, hogy egy K-beli dllasban vagyunk! Vegyiik a legnagyobb olyan helyiértéket, ahol
az Osszeg kettes szamrendszerbeli felirasaban egyes szerepel! Legyen ez a t. helyiérték. Paratlan sok
olyan kupacméret kell legyen, ahol a ¢. helyen 1-es szerepel; legyen n; az egyik koziilik. Legyen a
az n;-tdl kiilonbozd kupacméretek nim-osszege. Vegyiik észre, hogy a < nj, ugyanis a t. és minden
magasabb helyiértéken is 0 szerepel. Vegyiink el n; — a kovet a j. kupacbdl! Ekkor a ® a = 0 értékd,
vagyis F-beli allasba jutunk. O

Mi a helyzet, a k-nim betli valtozataval, tehat ha az veszt, aki az utolsé kavicsot veszi el? Egy
kupac esetén az els6 jatékos tud nyerni, feltéve, hogy legalabb két kavics van; egy kavics esetén pedig
a masodik jatékos. Ha minden kupacban pontosan egy kavics van, akkor paros sok kupac esetén az
els6, paratlan sok esetén a méasodik jatékos nyer automatikusan, akarhogyan is jatszanak - akarcsak a
normal esetben.

Belatjuk, hogy minden maés esetben ugyanazok a nyerdalldsok, mint a normal k-nimben. El6szor
is, ha egy kupacban egynél t6bb kavics van, a tobbiben pontosan egy, akkor kénnyen lathatd, hogy az
els6 jatékos mindig tud nyerni - 6sszhangban azzal, hogy ilyenkor a nim-6sszeg nemnulla. Hivjuk az
ilyen szituaciot L-allasnak.



Tegytik fel, hogy a kupacméretek nim-6sszege nem nulla (és legalabb két kupacban van még kavics).
Egész addig, amig legalabb két kupacban van egynél tobb kavics, jatsszon az els6 jatékos gy, ahogy a
normal nimben, vagyis mindig lépjen gy, hogy a kupacok nim-0sszegét 0-va teszi. Vegyiik észre, hogy
az elso jatékos sosem léphet L-allasba, hiszen azokra a nim-6sszeg nemnulla. El6bb-utébb bekovetkezik
egy L-allas, amibe tehat a méasodik jatékos keriil. Innentdl az elsé mar nyerni tud. Ugyanigy lathaté,
hogy ha a kezdeti nim-0sszeg nulla, akkor a masodik jatékos tud nyerni.

A k-nimre tekinthetiink tigy, mintha 1-nimet jatszandnk k parhuzamos példanyban és mindig pon-
tosan az egyikben szabad lépni. Most ezt dltalanositva definialjuk jatékok Osszegét, és meghatarozzuk
az egyes jatékokrdl ismert informécidk alapjan az Osszeg nyerd pozicidit. A (P, L) és (P', L") jatékok
Osszegén a P x P’ alaphalmazon jatszott jatékot értiink. (p,p’)-bdl pontosan akkor lehet (g, q’)-be
lépni, ha pg € L és p' = ¢ vagy p'q’ € L és p = q. Ha pg és p|, kezdbpozicidk is meg vannak adva,
akkor az Osszeg jatékban is adott egy kezd8pozicié: (po,pj)-t. Példdul a k-nim az 1-nimbél ismételt
Osszeadéssal kaphato.

1.15. allitas. Ha a J = (P, L,po) jaték E tipusi, akkor a J + J' 0sszeg-jaték tetszéleges J' jdtékra
ugyanolyan tipusi, mint J'.

Bizonyitds. Annak a jatékosnak, akinek J'-ben nyerd stratégiaja van, a kovetkezd lesz a nyerd stratégidja
J + J'-ben: lépjen J'-ben a stratégidja szerint, kivéve, ha a mdésik J-ben 1ép, ekkor a J-beli nyerd
stratégidja szerint 1épjen (hiszen J-ben a mésodiknak van nyerd stratégidja). O

1.16. allitas. Tetszbleges J és J' jdtékokra J és J + J + J' tipusa megegyezik.

Bizonyitds. A J-ben nyerd jatékos jatszon a J-beli nyerd stratégidja szerint, kivéve, ha a masik a J’
egyik példanyédban 1ép, ekkor 1épje ugyanezt a masik példanyban. O

1.17. kévetkezmény. Ha J+J' E tipusi, akkor minden J" jatékra J+J" és J'+J" tipusa ugyanaz.

Azt mondjuk, hogy a J és J’' jaték ekvivalens, ha J + J' E tipusu.

Az eredeti két jaték nyer6 pozicidinak ismeretében megadhatdak-e az Osszegjaték nyeré pozicidi?
Els6 kozelitésben nem: az l-nimben minden k > 0 pozicié K-beli, a 2-nimben viszont (k,¢) akkor
E-beli, ha k = £, egyébként K-beli. Az E és K osztdlyokra bontds helyett a pozicidk finomabb
kategorizalasara lesz sziikség, ezt adjuk meg a kévetkezd definiciéban.

1.18. definicié. Adott (P, L) kombinatorikus jatékra a g : P — N fiiggvényt Grundy-szamozasnak
hivjuk, ha minden p € P-re

g(p) =min{n > 0:n # g(q) : pg € L}.

Ezt a definiciot igy fogjuk roviditeni:

g(p) = mex{g(q) : pq € L},

(ahol a mex a minimal excludant réviditése és a legkisebb nemnegativ egészet jeldli, ami nincs benne
a halmazban). Eqgy (P, L,po) kombinatorikus jiték Grundy-szama a g(pg) szam.

Vegyiik észre, hogy minden p végallapotra g(p) = 0 teljesiil. Ha adott a g szdmozds, akkor
kézenfekvéen adddik, hogy E = {p : g(p) = 0} és K = {p : g(p) > 0}, ugyanis éppen azokra az
értékekre lesz g(p) pozitiv, amelyekre létezik olyan pq € L, hogy g(g) = 0.

1.19. tétel. Minden éles kombinatorikus jdtéknak létezik (és egyértelmii) a Grundy-szdmozdsa.

A bizonyitéds lényegében azonos a tétel bizonyitdsaval. Annyit kell csupdn véaltoztatni, hogy a
soron kovetkezé p-t nem E-be vagy K-ba soroljuk be, hanem ¢(p)-t definidljuk.

Példaként tekintsiik a Wythoff-nimet: ezt két kupaccal jatszak, és a soron kovetkezd jatékos
vagy az egyikbdl vehet el akdrmennyit, vagy pedig mindkettobol ugyanannyit. Ezért - a 2-nimmel
ellentétben - az (n,n) éllas nem lesz automatikusan E-beli. A tablazat két koordindtatengelye a két
kupac méretét jeleniti meg. A p = (i,5) poziciéra N(p) = i + j, az értékeket erre vett indukcidval
szamolhatjuk.
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A Grundy szamozas legfontosabb tulajdonsaga, hogy két jaték szamozasanak ismeretében meg
tudjuk adni az Osszeg szamozdasat:

1.20. tétel (Sprague, Grundy). Legyen g : P — N illetve ¢ : P — N a (P, L) illetve (P', L")
jatékok Grundy-szdmozdsa. Ekkor a jatékok ésszegének Grundy-szdmozdsa g(x) @ g'(x') : P x P — N.

Bizonyitds. Legyen f(xz,2') = g(z) ® ¢'(2'). Legyen (z,2’) € P x P’ az Osszegjaték egy pozicidja,
f(z,2") = a. Azt kell beldtnunk, hogy (i) minden 0 < b < a-ra létezik olyan (z,x’)-bdl éllel elérhetd
(y,9'), amelyre f(y,y’) = b; (ii) nincs olyan (z, 2’)-bél éllel elérhetd (y, y') pozicié, amelyre f(y,y') = a.

(i)-hez legyen ¢ = a®b, és legyen t a legnagyobb helyiérték, ahol c-ben egyes szerepel. Mivel b < a,
ezért a t. poziciéban b-ben 0, a-ban pedig 1 szerepel. Mivel a = g(x) @ ¢'(2'), ezért g(x) és g(a') koziil
az egyikben a t. helyen 0 van, a mésikban pedig 1. A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy g(z)-ben
szerepel 1. Ekkor c® g(x) < g(z). Mivel g az els6 jaték Grundy-szdmozdsa volt, ezért van olyan zy € L
él, hogy g(y) = c @ g(x).

A jatékok Osszegének definicidja alapjan (y, ') elérhetd (z, 2')-bél. Ekkor

fy,2") = g(y) @ g(2') = (c® g(x) ® g(a’) = c® (9(x) ® g(a’)) = cDa=0d.

Itt az asszociativitast illetve —et hasznaltuk.

(ii) beldtdsdhoz tegyiik fel, hogy egy (y,y') éllel elérheté pozicidra f(y,y') = a. Az 6sszeg definicidja
miatt vagy © = y vagy «’ = ¢/; a szimmetria miatt tételezziik fel az utébbit. Ekkor a = g(x) @ g(z’) =
= g(y) ® g(). felhasznélasaval g(z) = a @ g(a’) illetve g(y) = a & g(2’), tehdt g(z) = g(y). Ez
azonban ellentmond annak, hogy zy € L. O

1.21. k6évetkezmény. A J = (P,L,py) és J' = (P', L' p{) jdtékok pontosan akkor ekvivalensek, ha
97(po) = 9.7 (Py)-

1.22. kévetkezmény. Minden J kombinatorikus jatékhoz létezik eqy egyértelmii g szam, hogy J ek-
vivalens a g-nimmel, méghozzd a jaték Grundy-szima.

Els6 példaként tekintsiik a kovetkezo6 jatékot! Harom kupac kavics koziil a soron kovetkezd jatékos-
nak vagy az elsébol legfeljebb 3, vagy a masodikbdl legfeljebb 5, vagy a harmadikbdl legfeljebb 6
kavicsot kell elvennie (de legaldbb egyet mindenképpen). Kinek van nyeré stratégidja, ha a harom
kupac elemszama eredetileg 19, 24, 157 Ha egy kupaccal jatszunk és 1 és m kozotti szamu kavicsot
vehetlink el, akkor konnyen lathatd, hogy az n kavicsa dllas Grundy-szama éppen az n szam m+1-gyel
valé osztdsi maradéka. Vagyis a hdrom jaték Grundy-szdma g;(19) = 3, g2(24) = 0, g3(15) = 1. Az
Osszeg értéke ennek megfeleléen ¢(19,24,13) =3® 0@ 1 = 2, vagyis a kezdének van nyerd stratégidja.

1.23. feladat. Mi kell legyen a kezdd elsé lépése ?

Tovabbi példédink a tétel olyan alkalmazasait illusztraljak, amelyekben elsore nem nyilvanvald, hogy
tobb jaték Osszegérol van szd.



1.1.1. Kugli

A kugliban egy sorban kezdetben n kuglibdbu van felallitva, melyeket a jaték folyamén fel-
boritunk. A soron kovetkezé jatékos felborithat egy vagy két szomszédos, még allé kuglit (de legaldbb
egyet mindenképp fel kell boritania). Az nyer, aki az utols6 kuglit felboritja.

A jaték szempontjibdl az egymas melletti, még allé babuhalmazok mérete szamit. Vegyiik észre,
hogy a jaték ekvivalens a kovetkez6 ,, kupacos jatékkal”. Adott néhdany kupac; a soron kovetkezé jatékos
az egyik kupac méretét csokkenti eggyel vagy kettovel, és a maradékot esetleg felosztja két tetszdleges
méretii kupacra (de akdr egyben is hagyhatja). Vildgos, hogy egy k kupaccal indulé jaték tekinthetd
k, egy-egy kupaccal jatszott jaték Osszegének. Emiatt a Grundy-szamozas meghatarozasahoz elég az
egyetlen kupacra vonatkozo jaték Grundy-szamainak meghatarozasa. Egy n méretli kupacbdl indulva
az {1, 7} kupacméretek elérhetéek, ahol 0 < i,j, n —1 < i+ j <n — 2. Ennek megfeleléen

Vildgos, hogy ¢(0) =0, g(1) =1, g(2) =2, ¢g(3) = 3. A fenti képlet szerint
g(4) = mex{3,2,1 ®2,1 ® 1} = mex{3,2,3,0} = 1.

Ezzel a médszerrel meghatarozva g(n) értékeit, kideriil, hogy n > 70-re a Grundy-szamok periodikusak,
a periédus hossza 12 (ezt nem bizonyitjuk be). Kideriil, hogy n = 0 az egyetlen szdm, melyre g(n) = 0,
vagyis mindig a kezdGnek van nyer6 stratégiaja. Ez valéjaban kénnyen latszik Grundy-szamozas nélkiil
is.

1.24. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a kugliban mindig a kezddnek van nyerd stratégidaja! Mi ez a
stratégia ?

1.1.2. Az altalanos pénzforgaté jaték

A korabban ismertetett pénzforgato jatéknak tekintsiik a kovetkezé dltalanositdsat! Adott n pénzér-
me, mindegyik fejjel vagy irdssal felfelé. A soron kovetkezd jatékosnak ki kell valasztania egy fejet,
és azt frasra atforditani. Ezen kiviil az ettdl balra levo érméknek egy, a szabdlyok dltal megengedett
részhalmazat kell atforditania. Az eredeti valtozatban ez az ilires halmaz vagy tetszdleges egyelemi
halmaz lehetett. Altaldban azt frjuk el6, hogy ez a részhalmaz csak a kivalasztott (jobbszélsd) fej
poziciéjatol fiigghet, az érmék helyzetétol vagy a jaték kordbbi 1épéseitdl azonban nem. Formalisan,
minden 1 < i < n-re adott az {1,...,7 — 1} halmaz részhalmazainak egy S; halmaza. Egy 1épésben
ki kell véalasztani egy 7 pozicidt, ahol fej szerepel, azt atforditani, valamint kivdlasztani egy S;-beli
halmazt, és annak Osszes elemét is atforditani.

Online pénzforgato jatékokat itt talalhatunk: www.chlond.demon.co.uk/Coins.htmll

El6szor is lassuk be, hogy ez egy véges jaték. Egy poziciét elkddolhatunk azzal a kettes szamrend-
szerben felirt szdmmal, aminek a 2‘-hez tartozé helyiértéke 0, ha az i + 1. pénzérme irds és 1, ha fej.
Ez a szam minden lépésben cstkkenni fog, hiszen egy egyest 0-ra véaltoztatunk, és utana csak a kisebb
helyiértékeken valtoztatunk.

A nim legels6 valtozatat, amikor 1,2 vagy 3 kavicsot vehettiink el, példaul igy mondhatjuk ezen a
nyelven, hogy i > 4 esetén S; = {{i — 1},{i — 2}, {i — 3}}, S1 = {0}, Sa = {0,{1}}, Ss = {0, {1}, {2}}.

Az eredeti pénzforgatd jaték egy k-nimnek felelt meg. Az altalanos jaték is egy altaldnos kavicsos
jatéknak feleltetheté meg. Adott néhany kupac kavics. A soron kovetkez6 jatékos kivalaszt egy ¢ méretii
kupacot, abbdl elvesz legalabb egy kavicsot, a maradékot pedig kisebb kupacokra bontja. A szabaly az,
hogy minden 1j kupac mérete az S; egyik eleme kell, hogy legyen. A 1ényegi észrevétel ismét az, hogy
a jatékosok nyerd stratégidin nem valtoztat, ha két ugyanakkora kupacot hozziveszink a jatékhoz
(vagy pedig elvesziink).

Emiatt a megjegyzés miatt elég az olyan jatékokra koncentralnunk, ahol csak egyetlen fej van
(vagyis amik egy kupacnak felelnek meg). Ugyanis egy tetsz6leges érmesorozattal jatszott jaték ekvi-
valens k ilyen Gsszegével, ahol k a fejek szama. fgy példéul az ITFFIIFIF sorozat Grundy-szama az
IF, IIF, IIIIIIF és IIII1IIF jatékok Grundy-szamainak nim-0sszege lesz. k-allasnak hivjuk azt,
amikor a k. helyen all fej, a tobbin iras.
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Tekintsiik most azt a jatékot, amikor a jobbszélso fejen kiviil még legfeljebb két masikat fordithatunk
at, vagyis S; = {A: A C{1,...,i—1},|A|] < 2}. (A kavicsok nyelvén: kivalasztunk egy kupacot, el-
vesziink beldle legalabb egyet, a maradékot pedig legfeljebb két részre osztjuk.)

Praktikusabb lesz ezuttal az érmék szamozdsat 1 helyett 0-val kezdeni. Jeldlje g(k) a k-allas
Grundy-szdaméat. Vildgos, hogy ¢(0) = 1, hiszen egy fejbdl csak a csupa irds allapot (a végéllapot)
érhetd el. Hasonléan, g(1) = 2. A 2-allasbdl, vagyis ITF-bol elérhetd I11, FII, IFI illetve FFI. Ez
utébbi Grundy-szdma g(FFI) = g(FF) = g(F)®g(IF) = g(0) ®g(1) = 3, vagyis g(2) = g(IIF) = 4.
Altalaban,

g(k) = mex{0,9(1),....g(k = 1)} U{g(i)) ®g(j) : 0<i <j<k—1}
FEz alapjan kiszamolhatbak a kovetkezo értékek.
k0
g(k) 1
Lathatéan g(k) mindig vagy 2k vagy 2k + 1 lesz. Beldtjuk, hogy ez azon mulik, hogy k kettes

szamrendszerbeli felirdsdban az egyesek szama paros vagy paratlan. Ha paros sok egyes van, akkor
szamot kegyesnek, ha paratlan, akkor kegyetlennek nevezziik.

4 5 6 7 8 9 10
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1.25. tétel. Ha k kegyetlen, akkor g(k) = 2k, ha pedig kegyes, akkor g(k) = 2k + 1.
Bizonyitds. Konnyen ellen6rizhetéek az alabbi Osszefiiggések:

kegyes @ kegyes = kegyetlen @ kegyetlen = kegyes
kegyes @ kegyetlen = kegyetlen @ kegyes = kegyetlen

Indukciéval bizonyitjuk az allitast. Tegyiik fel, hogy k-nal kisebb értékekre mar belattuk. Mivel
megtehetjilk, hogy a k. poziciéban levé érmén kiviil senkit sem forditunk at, ezért minden &llasbol
elérheto a csupa iras allapot, melynek Grundy-szama 0. Egy tovabbi érme atforditasaval elérhetiink
minden olyan allapotot, amelyben az i. helyen all csak fej (0 <i <k —1).

Vegyiik észre, hogy a {g(i) : 0 < ¢ < k — 1} halmaz éppen a 2k-ndl kisebb kegyetlen szdmok
halmaza lesz. Valéban, egyrészt indukcié miatt g(i) kegyetlen 1 < ¢ < k — 1-re. Masrészt ha 2t < 2k
egy paros kegyetlen szam, akkor g(t) = 2t, hiszen ¢ is kegyetlen; ha pedig 2t + 1 < 2k kegyetlen, akkor
g(t) = 2t + 1, hiszen t kegyes.

Azt &llitjuk, hogy a {g(i) ®g(j) : 0 <1 < j < k—1} halmaz éppen a 0 és 2k kozotti kegyes szdmok
halmaza. Valoban, megallapitottuk hogy két kegyetlen szdm nim-6sszege kegyes, tehat a halmazban
szerepld minden szam kegyes. Konnyen lathaté tovabbé, hogy tetszoleges kegyes szam felbonthatd két
nala kisebb kegyetlen szdm nim-Osszegére: tetszbleges a kegyes szamra ha 2! < a, akkor 2¢ és a — 2
kegyetlen szamok.

Osszegezve: a k-alldsbél elérhetd pozicick Grundy-szdmai pontosan a {0,1...,2k — 1} halmaz ele-
mei, tovabba a 2k, amennyiben kegyes. Ebbol kévetkezik az allitas. (Il

A kovetkezd pénzforgatd jaték a vonalzd nevet viseli. Itt a jobbszélsé atforgatott érmétdl balra
barmennyit atforgathatunk, azonban csak gy, hogy az 0sszes atforgatott érme folytonosan helyezkedik
el,azaz §; = {0,{j,j+1,...,i—1} : 1 < j <i—1}. Maradjunk most a pozicidk eredeti, 1-gyel kezd6d6
szamozéasanal; jelolje g(k) a k-allds Grundy-szdmat, tehat amikor az els6 k — 1 érme irds, a k-adik
pedig fej. Konnyen lathatéan

g(k) =mex{0, gk —1), gtk — 1) ®dgk—2), ....9k—1)dglk—2)®...®g9(1)}.
Kis k-kra az aldbbi értékeket kapjuk:

k1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
gk) 1.2 1.4 1 2 1 8 1 2 1 4 1 2 1 16

1.26. tétel. g(k) értéke a legnagyobb olyan 2-hatvdny, amely osztja k-t.
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Bizonyitds. Indukciéval bizonyitunk; tegyiik fel, hogy k-nél kisebb értékekre belattuk! Jeloljik h(k)-val
a k-t oszt6 legnagyobb 2-hatvanyt! Sziikséglink lesz egy lemmara:

1.27. lemma. Minden z szamhoz létezik egy olyan f(z) érték, amelyre
h(1)®...®h(f(2)) = =
Ha 2t < 2 <281 — 1, akkor 2! < f(z) < 20H1 — 1.

Bizonyitds. Tekintsiik z kettes szdmrendszerbeli felirdasét! A legnagyobb helyiértékii (a ¢. helyen &ll6) 1-
est hagyjuk valtozatlanul. Innen a kisebb jegyek felé haladva, ha a megvaltoztatott allapotban az el6z6
jegy egyes, akkor a soron kovetkezo jegyet valtoztassuk ellenkezdjére; egyébként hagyjuk valtozatlanul.
Legyen f(z) az igy kapott szam. Példdul f(11) = 13, ugyanis 11 kettes szdmrendszerbeli alakja 1011;
a masodik szamjegyet 1-esre kell valtoztassuk, mivel el6tte egyes maradt; emiatt a harmadikat is meg
kell valtoztatni. Ennek 0-ra valtozasa miatt azonban az utolsét valtozatlanul hagyjuk, 1101-hez jutva.

Legyen z; illetve f(z); a z illetve f(z) kettes szamrendszerbeli felirdsaban az i helyiértéken szerepld
szamjegy. Azt kell belatni, hogy ha z; = 1, akkor h(1),..., h(f(z)) kozott 2 paratlan sokszor szerepel,
egyébként paros sokszor. A legmagasabb helyiértékre ez vilagos, hiszen a konstrukcidban 2! < f(z) <
< 2+l 1 trividlisan teljesiil.

Legyen r az f(z) legkisebb ¢ + 1 helyiértékének torlésével keletkezd szam. Vegylik észre, hogy
h(1),...,h(r) kézoétt 2¢ paros sokszor szerepel. Tegyiik fel, hogy f(z);41 = 0. Ekkor a konstrukcié
szerint f(z); = z;. Ekkor z; = 0 esetén h(r +1),...,h(f(2)) kozt 2¢ egyszer sem szerepel, ha z; = 1,
akkor pedig pontosan egyszer. Ha viszont f(z);+1 = 1, akkor f(z); = 1 — z;. Valéban, ekkor h(r +
+1),...,h(r+27+1) kozt 2 egyszer szerepel. Ezért sziikséges az i. szamjegyet ellenkezdjére valtoztatni.
&

Legyen k = 2Y(2x + 1). Azt akarjuk igazolni, hogy g(k) = 2'. A k-4lldsbdl elérhetd allasok a
csupa irds (ennek Grundy-szama 0), illetve azon &lldsok, amikor valamely a € {1,2,...k — 1}-re a
k—1,k—2,...,k— a pozicibkban szerepel fej. Ez utébbi Grundy szdma az indukci6é miatt g(k — 1) ®
@..0g(k—a)=hk—1)®...®g(k —a).

Ha i < t, akkor 2¢ pontosan akkor osztja k — a-t, amikor a-t. Ha i > t és a < 2¢, akkor 2’ nem
osztéja k — a-nak. Ezért 1 < a < 2! — 1-re h(k — a) = h(a), ami alapjan az indukcié miatt

{glk—1),9k—1)@®glk—2),....,9k—1)@®...®glk—2"+1)} =
={hk—1),h(k—1)@h(k—-2),....,h(k—1)@...0h(k-2"+1)} =
= {h(1),h(1) ® h(2),...,h(1) ®...® A2 - 1)} =

= {9(1),9(1) © g(2),...,9(D) ®...®g(2" = 1)}.

Ez utébbi halmaz a lemma mésodik fele miatt éppen az {1,2,...,2" — 1} halmazzal azonos. Az 4llitas
kovetkezik, ha belatjuk, hogy a > 2! esetén g(k — 1) ® g(k —2) @ ... ® gk — a) # 2'. a = 2'-re
2L | k—a, ezért 2171 | g(k —a). Ekkor a nim-6sszeadanddk kézott g(k — a) az egyértelmii legnagyobb
kett6 hatvény, igy a nim-Gsszegben a legnagyobb helyiértékii egyes legaldbb a (¢ + 1)-edik helyiértéken
szerepel. Konnyt végiggondolni, hogy ha a értékét eggyel noveljiik, a legnagyobb helyiérték nem
csokkenhet. Ezért minden a > 2¢ esetén a nim-6sszeg szigortian nagyobb lesz 2¢-nél. ]

1.28. megjegyzés. A. lemmdban megadott f(z) szamozdst Gray-kédnak hivjdk, és szdmos tovdbbi
érdekes tulajdonsdga van. Példaul minden z-re f(z) és f(z+1) pontosan egy szamjegyben tér el a kettes
szdmrendszerben.

1.1.3. A sOvényvago jaték

A sovényvagé jatékban adott egy (nem feltétlentil Osszefliggd) irdnyitatlan graf (névények),
és a csucsok egy kijelolt T' részhalmaza, melyek kozott nem megy él. T-re ugy gondolunk, mint a
talajon elhelyezked6 csicsokra. Két kertész a kovetkezd jatékot jatssza: felvaltva kitorolnek egy-egy
élt a grafbol, és vele egyiitt minden olyan csicsot, ahonnan mar nem lehet elérni a talajt (azaz T-beli
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2. abra

pontot). Az veszt, aki nem tud 1épni, vagyis mér csak a T-beli csiicsok maradtak, amikor 6 keriil sorra.
A |2l abra példajaban a vastag vizszintes vonal a talaj, az arra esé pontok tartoznak T-be.

A jaték legegyszeriibb véltozatdban egy bambuszligeten jatszanak: a graf k diszjunkt atbdl all,
T ezek egyik végpontjainak halmaza. Vegyiik észre, hogy ekkor a jaték azonos a k-nimmel! A kovet-
kez6kben meghatarozzuk a Grundy-szamozast arra az esetre, amikor a graf egy erdd (fak diszjunkt
uniéja), és minden fa pontosan egy T-beli pontot tartalmaz. Egy b csics leszarmazottainak azokat a
csticsokat nevezziik, akikbe a talajtol b-n keresztiil lehet eljutni.

Nevezziik a graf egy legalabb harmadfok csiicsat bognak, ha az 6 leszarmazottait tartalmazo
komponensek mindannyian utak. Ezeket az utakat hajtasnak nevezziik.

1.29. allitas. FEkvivalens jdatékot kapunk, ha egy bogndl eltdvolitjuk az dsszes hajtdst, és a hosszaik
nim-osszegével megegyezd hosszusdgu hajtdssal helyettesityiik.

Bizonyitas. Altalanosabban a kivetkezt bizonyitjuk. Legyen G tetszOleges graf, Hy és Ho pedig két
olyan graf, amelyek Grundy-szama azonos, és egyetlen T-beli pontot tartalmaznak. Ezzel a T-beli
ponttal ragasszuk ra Hi-et illetve Ho-t G-nek ugyanarra a csucsara. Ezédltal a G; és Go grafokat
kapjuk (1d. |3 dbra).

3. abra

Belatjuk, hogy Gy és Go Grundy-szama ugyanaz. Ez pontosan akkor teljesiil, ha a nim-0sszegiik
nulla, ami pedig épp azzal ekvivalens, hogy a G; + G2 grafon (a diszjunkt unién) jatszott jatékban a
masodiknak van nyerd stratégiaja.

Jeloljiikk Hi-vel és Hi-vel a Hi-bdl illetve Ha-bSl maradt aktudlis részt az i-edik 1épés utdn és
vegylnk egy paros i-t, vagyis egy olyan allast, amikor az els6 jatékos jon. Ha az elsd jatékos G-beli
élt valaszt az egyik grafban, akkor a mésodik vélassza ugyanazt a mésik grafban! Ha pedig Hi vagy
Hi-beli élt valaszt, akkor pedig valasszon tigy egy élt H{Jrl—ben vagy Hé“—ben, hogy a H{” és H;H
Grundy-szama tovabbra is megegyezzen. Ez lehetséges, hiszen H f+1 és H;'H Grundy-szama kiilonb6zé
lesz, és a nagyobbik Grundy-szdmuban el tudunk vagni egy élt gy, hogy utdna ugyanaz legyen a két
Grundy-szam. O

Az elobbi allitas segitségével tetszbleges erddt vele azonos Grundy-szamu bambuszligetté alakit-
hatunk. Ha mar nincsen bog, készen vagyunk. Ha van, akkor az egyiken alkalmazzuk az allitasban
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szerepld miiveletet ; ezéltal a bogok szdma csokken. A [l dbra ezt illusztrélja.

P=-

4. abra

1.30. feladat. A fenti dtalakitdasi folyamat segitségével dolgozzunk ki eljdardst a nyerd stratégia meg-
hatdrozasdra!

1.2. Hex

A hex nevii jaték egy hatszogracson folyik, aminek n sora és n oszlopa van (lasd az |5} dbrat). A
két jatékos, A és B a racs mez6it foglalja el felvalta, gy, hogy A fehér, B pedig fekete korongot tesz ra
(A kezd; és egy mez6t csak egyszer lehet elfoglalni). A akkor nyer, ha keletkezik egy fehér , gyongysor”
(at) a tabla fels6 szélétél az alsbig, B pedig akkor, ha keletkezik egy fekete it a tabla bal szélétél a
jobbig.

5. abra

1.31. feladat. Ha hasonld jdtékot jdtszandnak, csak n X n-es négyzetrdacson, akkor mindkettejiknek
lenne nemuvesztd stratégidja.

1.32. tétel. A hex minden n-re éles jdték, vagyis nem lehet dontetlen.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy minden mezén van korong. Egészitsiik ki a tablazatot négy végtelenbe
meno éllel az dbra szerint, és szinezziik a fels6 és alsé végtelen tartomanyokat fehérre, a jobb és bal
oldalit pedig feketére. Vegyiik a hatszogracs élei és a négy 1j él kozil azokat, amiknek a két oldalan
kiilonbo6z6 szin van, és iranyitsuk meg ezeket gy, hogy arrafele nézve a baloldal legyen fehér, mint a
Bl abran.

Ekkor minden pontra vagy nem illeszkedik irdanyitott él (ha a pont koriili mez8k egyforma szintiek),
vagy pont él egy indul ki beldle és egy érkezik be. Tehdt ha a bal fels6 élen elindulunk, akkor végig tu-
dunk kovetni egy egyértelmii irdnyitott utat, és végiil valamelyik kimend végtelen élen kell tavoznunk.
Lathaté, hogy ha a jobb fels6 élbe érkeziink, akkor B nyert, ha pedig a bal alséba, akkor A nyert. [

1.33. megjegyzés. FEz a tétel, a Sperner-lemmahoz . illetve . lemma) hasonldan szorosan
kapcsolodik a Brouwer fizpont-tételhez .
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1.34. allitas. A hexben a kezdd jatékosnak van nyerd stratégidja.

Bizonyitds. Stratégialopassal be lehet bizonyitani, az am6bahoz hasonléan ((1.11] tétel), hiszen itt is
szimmetrikus a két jatékos szerepe. O

1.35. feladat®*. Mutasd meg, hogy ha n sor és n — 1 oszlop van, akkor B-nek van nyeréd stratégidja!

A kovetkezd jatékban a jatékosok a [7] dbrén lathaté tédblén kotnek ossze szomszédos pontokat
szakaszokkal igy, hogy a szakaszok nem metszhetik egymaést. A két szomszédos o pontot kothet Gssze
vizszintesen vagy fliggblegesen, B pedig két szomszédos e pontot. A célja itt is az, hogy legyen 1t a
tabla fels6 szélétdl az alsdig, B pedig jobbrdl balra szeretne utat épiteni.

o O O

o O O

o O O

o O O

7. abra

1.36. feladat. a) Bizonyitsd be, hogy A-nak van nyerd stratégidja!
b)* Adj nyerd stratégiat A-nak!

1.37. feladat. Két jdtékos egy grdfban vdlaszt felvdltva egy-eqy €lt, igy, hogy a kivdlasztott éleknek
mindig egy utat kell alkotniuk (de mind a két irdnyba lehet hosszabbitni az utat). Az veszit, aki mdr
nem tud igy élt valasztani. Milyen graf esetén kinek van nyerd stratégidaja ?

14



2. Stratégiai jatékok

Az eddig latott kombinatorikus jatékok alapvetd objektuma a pozicidkat és 1épéseket leird (P, L)
graf volt. Feltételeztiik, hogy két jatékos van, akik felvaltva lépnek. Szdmos kozismert jaték nem frhatd
le ebben a keretben: kezdjik a k6-papir-olléval, ami leirhat6 a kovetkezo tablazattal.

Ko Papir | Oll6
Ko 0, 0-1, 1] 1,-1
Papir | 1,-1] 0, 0 | -1, 1
ol | -1, 1| 1,-1 ] 0, 0

A gyoztes egy, a vesztes minusz egy pontot kap, a dontetlen nulla pontot ér mindkettejiiknek.
A tablazat sorai az elsO, oszlopai a maésodik jatékos egyes dontési lehetdségeit jelentik; az egyes
pozicidkban levo szamparok elemei az elso, illetve a masodik jatékos pontszamat adjak meg az adott
kimenetelnél. Ezt a tdblazatos abrazolasi format a jaték normadl formajanak, nyereségmatrixa-
nak vagy kifizetési matrixanak fogjuk nevezni. Ez egy véges, determinisztikus, kétszemélyes,
nulla-6sszegii, szimmetrikus, teljes informaciods, egylépéses, szinkron jaték.

Megadunk egy formalis modellt, amit a kovetkez6kben véges stratégiai jaték alatt fogunk érteni.

— Véges sok, n jatékos van.
— Az 1. jatékoshoz adott egy véges S; halmaz, aminek elemeit a jatékos stratégidinak nevezziik.

— A jaték egy lehetséges kimenetele az, hogy minden jatékos valaszt egyszerre egy-egy stratégiat. A
kimenetelek halmaza tehat S := 51 xSy X ... % S,. A kimeneteleket méas néven stratégiavalasztas-
oknak hivjuk.

— Feltessziik, hogy a jatékosok a kimenetelekhez hozza tudnak rendelni egy valds szamot, hogy mennyi
a nyereségiik ebben a helyzetben. Az i. jatékos nyereségét az u; : S — R nyereségfiiggvény irja
le. A veszteség negativ értékili nyereség, a nulla kimenetel pedig semlegesnek szamit. Minden jatékos
célja a sajat nyereségének maximalizaldsa.

— A jaték egylépéses szinkron: a jatékosok egyszerre valasztjak ki egy-egy stratégidjukat, a tobbiek
dontésétol fliggetlentil.

— A jaték teljes informacios: minden jatékos ismeri az Osszes S; halmazt és u; nyereségfiiggvényt.

— A jatékelmélet fontos feltételezése a jatékosok racionalitasa. Ebbe beleértjiik egyrészt, hogy a
jatékosok tisztaban vannak a sajat preferencidikkal illetve célfiiggvénytikkel; tisztaban vannak sajat
lehetséges dontéseikkel ; arra torekszenek, hogy a célfiiggvényiiket maximalizaljak, és az ehhez vezetd
lehetséges legjobb dontéseket hozzdk a rendelkezésre allé informéacidk alapjan.

A racionalitdshoz szorosan kapcsolddd, itt éppen csak érintett fogalom a racionalitas kéztudésa:
amellett, hogy a jatékosok raciondlisak, tudjak egymasrdl is, hogy raciondlisak, tudjak azt, hogy
mindenki méas tudja hogy a tobbiek racionalisak, és igy tovabb a végtelenségig.

Az, hogy képesnek tekintjiik a jatékosokat racionalis dontés meghozataldra, valdjadban egy nagyon
er0s és egyaltalan nem természetes feltevés. A kdznyelvben a raciondlis jaték szinoniméajaként hasznélt
sakkra példaul egyéltalan nem teljesiilnek: a jatékosok a borzaszté mennyiségili lehetséges dontésiiknek
valéjdban csak egy elhanyagolhat6 szeletét tudjak (rdaddsul er6sen korldtozottan) mérlegelni. Az els6é
szamitégépek megjelenésétol kezdve fontos torekvés volt, hogy az ember megverésére képes programot
irjanak; a gy6zelem id6pontjanak 1997-et szoktak hirdetni, amikor az IBM Deep Blue gépe legydzte
Kaszparovot. Ez a gy6zelem leginkdabb a technolégidnak, a hatalmasra novelt szamitasi kapacitdsnak
koszonhetd. A korldtozott racionalitas azonban éppugy igaz a szamitdgépekre is, valéjaban 6k is csak
egy apro szeletét latjak at a lehetoségeknek.

A jaték determinisztikussiaga alatt azt értjiilk, hogy a jaték szabalyai kozt semmilyen véletlen
tényez6 nem szerepel (ellentétben a kartyajatékokkal); azt viszont meg fogjuk engedni, hogy az egyes
jatékosok a sajat dontésiik meghozataldhoz a véletlent (pl. pénzfeldobds) hivjdk segitségiil.
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Egy stratégiai jaték nulla-6sszegii, ha a jatékosok Gssznyeresége minden kimenetelnél nulla, tehat
egymaés karara tudnak nyerni. Egy kétszemélyes jaték szimmetrikus, ha a két jatékos stratégidinak
a halmaza kozt van egy bijekcié ugy, hogy felcserélve 6ket a maésik jatékos nyereségeit kapjuk.

Véges stratégiai jaték mellett végtelennel is fogunk taldlkozni, amikor a jatékosok szama vagy a
stratégiahlamazok mérete végtelen.

Megjegyezziik, hogy a kombinatorikus jatékok is felirhatok véges stratégiai jatékként. Stratégia
alatt ott egy olyan fiiggvényt értettiink, amely minden lehetséges pozicidhoz hozzarendel egy 1épést.
Ha a két jatékos a jaték kezdete el6tt kivalasztja a stratégidjat, onnantdl a jaték kimenetele tokéletesen
determindlva van. Képzelhetjiik 1gy, hogy a teljesen dokumentalt stratégiat a jatékosok atadjak egy
jatékvezetonek, aki utana lépésrol 1épésre le tudja jatszani a jatékosok szandékainak megfelel6en a
jatékot és eredményt hirdethet. (A sakk esetén egy ilyen dokumentédcié mérete messze meghaladnd
a vildgegyetem méretét.) Ugyan a kombinatorikus jatékok tobblépéses szekvencidlis jatékok, mégis,
a fenti értelemben tekinthetOek egylépéses szinkron jatéknak is, ahol az egyetlen dontés a stratégia
megvalasztasa.
ésszeriien viselkednek. illetve van-e algoritmikus modszer ,,j6” stratégia kivalasztasara, és egydltaldn,
milyen egy jo stratégia?

2.1. Fogolydilemma

A talan legismertebb jatékelméleti problémédban a rendérség letartéztat két biinozét, akiket egy
sdlyos biintény elkovetésével gyantsitanak. Targyi bizonyiték azonban nincs, beismer6 vallomésra
lenne sziikség. A gyanusitottakat éjszakara kiilon celldkba zarjak, hogy ne tudjanak Gsszebeszélni.
Reggelre kell eldonteniiik, hogy vallomést tesznek-e. Ha mindketten tagadnak, akkor gyorshajtasért
és visszaes6 kozteriileti alkoholfogyasztasért két évre itélik ¢ket. Ha mindketten vallomast tesznek,
mindketten négy évet kapnak. Ha viszont az egyikiik tesz vallomast, a masik tagad, akkor aki tagad,
az Ot évet kap, hiszen eredeti blinén feliill még hamisan is vallott. A masik is kap azért egy évet, csak
a miheztartds végett. A jaték nyereségmatrixa tehat az aldbbi:

Vall Tagad
Vall -4,-4 -1,-5
Tagad | -5,-1 -2,-2

Erdemes-e valamelyik rabnak tagadnia? Ha a mdésik vallomdst tesz, akkor & is jobban jarna a
vallomaéssal: 6t helyett csupdan négy évet kapna. Szintén jobban jarna a vallomassal, ha a masik tagad:
ekkor kettd helyett csak egy év bortonre itélnék. Arra juthatunk tehdt, hogy mindkét jatékosnak
inkdbb vallani érdemes, barmit is valaszt a mésik. Ekkor mindketten négy évet kapnak, vagyis sokkal
rosszabbul jarnak, mintha egyhangian tagadtak volna.

A fogolydilemmaval a legkiilonb6zobb teriileteken taldlkozhatunk: valéjaban a kooperdld és 6nzé
magatartasformak viszonyat irja le. Lassunk néhany példat. Tegyiik fel, hogy egy kisvarosi piac
szabdlyzata szerint a kofaknak reggel pontban hatkor kell kifrni az arakat, és onnantél nem valtoztat-
hatnak. Két z6ldséges arul krumplit ; mindketten 100 forintért szerzik be kilgjat. Sokaig mindketten 150
forintért aruljak, a vevdk fele-fele jar hozzajuk, és mindketten haszonra tesznek szert. Egy ravasz vevo
elmagyarazza azonban mindkettonek, hogy ha masnap 130 forintra vinné le az drat, akkor kevesebb
haszna lenne egy kilé krumplibdl, de atcsdbithatna a méasik osszes vevojét, és igy Osszességében jobban
jarna. Masnap reggel haromnegyed hatkor mindketten gondterhelten leskelédnek a masik arus felé.
Ha ugyanis egyikiik megmarad a 150 forintnal, a masik pedig leviszi 130-ra, akkor a 150-es nyakéan
marad a sok zsdk krumpli. Ha végiil mindketten a 130 forintot vélasztjak, akkor 40%-kal csokken
mindkettejiik profitja (a vasarlok nagy oromére).

Klasszikus fogolydilemma szituacidként szoktak leirni a hideghaboris fegyverkezési versenyt. A
két jatékos Amerika és a Szovjetunié. Mindketten vélaszthatnak, hogy mekkora Gsszeget forditanak
a fegyverkezésre. Ha csak az egyikiik fegyverkezik, a méasik pedig nem, vagy alig, akkor az el6bbi
fegyverrel vagy fenyegetéssel leigdzhatja az utébbit. Ugyanaz marad a politikai helyzet, ha mindketten
fegyverkeznek, vagy egyikiik sem; viszont az el6bbi esetben hatalmas Osszegeket fognak kifizetni.
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8. abra

Egy informatikai példét szemléltet afgl dbra. Két szolgédltaté van, akik az X és'Y pontokban tudjak
a forgalmat a masik halézatdra atkiildeni. A szolgaltatok koltsége a sajat halézatukban hasznalt élek
széma. Az els6 szolgaltatonak s1-bél t1-be, a masiknak pedig so-bdl to-be kell bizonyos adatmennyiséget
tovabbitania. Mindketten kétféle utat valaszthatnak: 2 vagy 4 egység hosszut. A 2 hosszu ut teljesen a
sajat halézatukon beliil megy, a 4 egység hosszibdl azonban csak egy él megy a sajatban, harom pedig
a masikén beliil. Az els6 felel meg az egytittmiikodo, a masodik az 6nzé magatartasnak. Ha mindketten
a rovidebb utat hasznéljak, mindkettejiik koltsége 2; ha mindketten a hosszabbat, akkor a koltségiik
4. Ha viszont csak az egyik valasztja a rovidebb utat, a masik a hosszabbat, akkor az egytuttmiikodd
koltsége 5, az 6nzéé 1. A nyereségmatrix tehat azonos lesz a fogolydilemmaban szerepl6vel.

Kovetkez6 példaként tegyiik fel, hogy egy gyanus kiilvarosi piacon prébalok aranyékszert venni. Az
arus eladhat igazi ékszert vagy hamisat, én pedig fizethetek érte igazi vagy hamis pénzzel. Tébbet nem
latjuk egymést: mire kideriil, hogy bévli az ékszer, mar bottal {ithetem a nyomét. Erthets okokbdl 6
sem fog a hamis pénz miatt feljelentést tenni. Ha igazi ékszert kapnék igazi pénzért, azzal mindketten
jol jarnank; ha viszont a hamisitvanyért fizetem ki az igazi pénzt, ugyaniugy bosszankodhatok, mint
0, hogyha hamis pénzt adok valédi aranyért. Végiil tehat a valészinii kimenet az, amikor mindketten
becsapjuk a masikat.

Az €l6z6 példa valdjaban tetszOleges szerzédéses viszonyra alkalmazhaté: ha az egyik szerzodd
fél felrigja a megdllapodést, a masik pedig tisztességes és teljesiti a kotelességét, az elébbi nagyobb
haszonra tesz szert, mintha mindketten tartottdk volna a megallapodéast. Mind a gazdasag, mind a
jogrendszer miikodéséhez sziikség van valamiféle olyan nyomasra, ami kikényszeriti a szerzédések be-
tartasat. Ilyen kényszert jelenthet az dllam, aki a hatésagokkal megtoroltatja a torvények és szerzodések
megszegését. Egy masik kényszerito tényezé a kozvélemény ereje: hogyha tisztességtelen az iizleti ma-
gatartasom, tobbet senki nem fog velem iizletelni; ha a tarsadalmi korlatokat hagom at, kikozositenek.

Ez utébbi hatast jatékelméleti szempontbdl az iteralt fogolydilemma irja le: tegyiik fel, hogy
ugyanaz a két jatékos egymads utdn sokszor jatsza le a fogolydilemmat. Mint lattuk, egyetlen jaték
esetén mindenképp a vallomas a kifizet6débb. Ha azonban ezt tovabbi jatékok kovetik, azokban a masik
jatékos bosszut tud allni az drulasért. A tagadas jutalma tehat — a pillanatnyi alacsonyabb nyereséggel
szemben — a hosszutavu egylittmiikodésbél szarmazd haszon. Egy, a gyakorlatban legjobbnak bizonyuld
stratégia a tit-for-tat: az elsé jatékban tagadok, és minden tovabbi jatékban azt cselekszem, amit
ellenfelem az el6z6 jatékban. Vagyis ha a masik vall, akkor a kovetkezd korben blintetésbél én is vallok
ha azonban legktzelebb tagad, akkor megbocsatok neki, és utana én is tagadni fogok. Ha mindketten
ezt a stratégiat jatsszak, akkor végig mindketten tagadni fognakﬂ

Az iterdlt fogolydilemma gyakorlati alkalmazasdra példa a peer-to-peer fajlcserélé rendszerek mii-
kodése. Itt az egyes felhasznédldk szeretnének valamilyen tartalomhoz hozzajutni, amit a tobbiek osz-
tanak meg veliik. A kényelmes potyautas stratégia, ha a felhasznaldok csak letltenek, és letiltjak vagy
erésen korlatozzdk a feltoltést : hiszen résziikrél ennek koltsége van (savszélesség, processzorhaszndlat.)
Természetesen ha tul sok a potyautas, a rendszer nem tud miikodni; ez tobb korabbi fajlcserélonél is

! Valéjaban tovabbi finomitdsokra van szitkség. Ha pl. mindketten ezt jatszdk, de az egyikiik egyetlen alkalommal

véletlen — vagy kommunikéciés hiba miatt — vall, akkor utdna egy ,,6 Utott el6bb” 6rdogi korbe keriilnek, ahol
felvaltva fog mindig az egyik vallani, a masik tagadni.
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komoly problémat jelentett.

A Bittorrent megoldasa az, hogy a felhasznalokat egy iteralt fogolydilemmaba kényszeriti bele. Ha
le szeretnék tolteni egy féjlt, Osszesorsolnak néhany tucat mésik felhasznéléval (peer-ek), akik szintén
ugyanezt szeretnék tolteni (és mar rendelkeznek valamekkora részével). Koziiliik néhannyal kapcsolatot
hozok 1étre. Kezdetben ingyen engednek tolteni; ha azonban mar valamekkora résszel rendelkezek, 6k
is adatot varnak el cserébe. Az egyiittmiikod6 magatartas az, hogyha viszonzasként én is engedem Gket
tolteni, de potyautasként ezt meg tudom tiltani. Erre viszont 0k reagalhatnak azzal, hogy nem adnak
tovabbi adatokat, illetve megsziintetik a kapcsolatot. E] Lényeges, hogy kisszamu peer-rel tudok csak
kapcsolatot 1étesiteni; ez tudja kivédeni azt, hogy csupa kiilonb6zé felhasznalotol szerezzek valamennyi
adatot, majd amikor viszonzast varnanak, tovabb tudjak allni egy masikhoz.

2.2. Dominans stratégiak

Adott S; stratégiahalmazok és S = S x ... X S, esetén az s = (s1,...,5,) € S stratégiavilasztds
Pareto-optimadlis, ha nincsen olyan mésik s’ € S stratégiavalasztas, amivel mindenki legaldbb annyi-
ra jol jar, mint s-sel, és legaldbb egyvalaki szigortian jobban jar, azaz u;(s") > u;(s), és legaldbb egy
helyen szigori egyenlétlenség 4ll. Ha van ilyen s’, akkor s-et Pareto-szuboptimdlisnak hivjuk. Véges
jatékban konnyen lathatd, hogy mindig létezik Pareto-optimalis stratégiavalasztas.

Ha 2,2’ € S; az i. jatékos két stratégidja, akkor azt mondjuk, hogy z gyengén domindlja z’'-t,
ha z-vel mindig legaldbb olyan jol jar, mint z’-vel, vagyis

/
Ui (81503 8i=1, 2, Sitlye -5 5n) = Ui(S1,. 05 8i-1,2 ,8it1,- -, Sn)

a tobbi jatékos Osszes lehetséges s; stratégia valasztdsa esetén. z er6sen domindlja z’-t, ha mindig
szigori egyenlStlenség all, vagyis a t6bbiek barmely s; € S; (j # i) stratégidira

/
ui(sl, cey 8i—1,%, 8541, - - .,Sn) > ui(sl, ey 8i—1,% 5 Si41, - - .,Sn)

Domindlt stratégiat raciondlis jatékosnak nem érdemes vélasztani. Egy stratégia domindns, ha a
jatékos Osszes tObbi stratégidjat dominalja. A fogolydilemméban a valloméastétel domindlja a tagadast,
tehat az a legjobb stratégiavédlasztds, ha mindketten vallanak. Ez azonban egy Pareto-szuboptimaélis
stratégia, hiszen mindketten jobban jarndnak, ha mindketten tagadnanak. (Ez azért van, mert most
a jatékot csak egyetlen egyszer jatszuk le; a k iteraciéban ismételt fogolydilemma esetén egy stratégia
az, ami minden ¢ = 1,..., k-ra megmondja, hogy az el6z6 ¢ — 1 jaték kimenetelét figyelembe véve
hogyan dontiink az i. korben.)

Iteralt eliminalas

Az iterdlt elimindlds er6s valtozata soran amig van olyan stratégidja valamely jatékosnak,
amit erdsen domindl egy maésik stratégidja, a domindltat toroljiikk. A motivacié az, hogy egy racionalis
jatékos nem valaszt domindlt stratégiat. A gyenge valtozat hasonld, de minden gyengén domindlt
stratégiat torlink (tehét a gyenge valtozatnél torliink esetleg tobbet). A mddszerrel a stratégiak
szamét gyakran lényegesen redukélhatjuk. Ha a fogolydilemmaéra alkalmazzuk az iteralt eliminalast,
akkor egyetlen kimenetel marad, az, hogy mindketten vallanak. Ez tehat példa arra, hogy az iteralt
eliminalasnal, még ha csak egyetlen kimenetel is marad, az nem feltétlen Pareto-optimaélis.

Egy mésik példaként nézziik az adozasi jatékot, aminek a kovetkez6 a normaél forméja.

adéz6 \ NAV | ellenériz nem ellendriz
hazudik 1,3 41
igazat mond 2,2 3,3

Itt nem tudunk semmit torélni az iterdlt elimindldssal. Megjegyezziik, hogy lehet konstrualni
barmekkora jatékot, ahol szintén nem tudunk térolni semmit.

2 Természetesen ezeket a dontéseket helyettem a szamitégépemen futé kliensek hozzék; tSbbnyire a tit-for-tat
stratégiat alkalmazva. A kliensben bedllithatom a sdvszélességi korlatokat, illetve egyes programokban a stratégidt
is valtoztathatom.
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2.1. feladat. Alkalmazd az iterdlt elimindldst az aldbbi jatékndl:

1.\ 22| B K J
F 2,3 0,2 1,1
A 1,1 50 0,4
Pareto-optimdlis-e az ésszerd kimenetel ?
2.2. feladat. a) Mutasd meg, hogy akdrmilyen sorrendben toréljik a domindlt stratégidkat az iterdlt

elimindlds erds valtozatandl, a megmarado stratégidk mindig ugyanazok.

b) Adj olyan példdt, ahol az iterdlt elimindlds gyenge vdltozatdndl mds sorrendeknél nem ugyanazok
a stratégidk maradnak, sét, a megmarado tablizat se ugyanaz.

Harmadik példaként tekintsiik a kovetkezd jatékot. Két jatékos egymdstol fiiggetleniil leir egy
papirra egy 1 és 100 kozti egész szamot, majd Osszehasonlitjdk Oket. Ha a két szam kozt egy a
kiilonbség, akkor a kisebb szamot valaszté fizet 1 eurdt a nagyobb szamot valasztonak. Ha viszont
legalabb kettd a kiilonbség, akkor épp forditva, a nagyobb szdmot valaszto fizet 2 eurdt a kisebbet
valasztonak. Ugyanakkora szamok esetén senki sem fizet a masiknak. A tdblazat sorjatékos nyereségét
mutatja (az oszlopjatékos nyeresége épp ennek az ellentettje).

1 2 3 4 5 6 . . . 100
1 o -1 2 2 2 2 2
2 1 0 -1 2 2 2 2
3 1.2 1 0 -1 2 2 2
4 1-2 -2 1 0 -1 2 2
5o |2 -2 -2 1 0 -1 2

99 | -2 -2 . . . 1 0 -1
100 | -2 -2 . . . -2 1 0

Lathatjuk, hogy ha a sorjatékos legalabb négyet mond, akkor minden egyes esetben rosszabbul vagy
ugyantgy jar, mintha egyet mondana. Ugyanez teljesiil minden négynél nagyobb valasztésa esetén is,
ezeket a stratégidkat tehat nem fogja valasztani. Hasonléképpen, az oszlopok kozil is az elsé harom
kivételével az Osszes tobbi eltavolithaté. Ezaltal a jatékot egy 3 x 3-as maétrixszal lefrhatéora tudtuk
visszavezetni. Ebben mér nincsenek tovabbi domindlt stratégiak, elemzéséhez mas fogalmakra lesz
sziikségiink.

2.3. Tiszta Nash-egyensily

1 < i < n-re jeloljik S_;-vel a x;;S; halmazt, vagyis az S;-t6l kiilonbozd stratégiahalmazok
szorzatat. Ennek elemeit részleges stratégiavalasztasnak nevezziik: az i jatékos kivételével minden
jatékoshoz ki van jelolve egy stratégia. Egy (s1, ..., Si—1, Si+1,- .-, Sn) € S—_; részleges stratégiavilasztast
roviden s_j-vel jeloliink; a (s1,...,8i—1, 2, Si+1, - - -, Sn) vektort pedig (z,s_;) roviditi.

Egy s_; részleges stratégiavalasztasra az i jatékos egy legjobb valasza egy olyan z stratégia,
amire u;(z,s_;) maximalis. Legjobb véalasz persze tobb is lehet, és ha S; nem véges, akkor lehet, hogy
nincs.

Egy s = (s1,...,8,) stratégiavilasztds tiszta Nash-egyensily, ha minden i jatékos esetén az
s; stratégia legjobb valasz az s_j-re, vagyis ha egyik jatékos sem jarhat jobban, ha megvaltoztatja a
stratégiajat, feltéve, hogy a tobbiek nem valtoztatnak. Formélisan, minden ¢ jatékosra

ui(8i,8_1) > ui(z,s_;) tetszbleges z € S;-re.

Tiszta Nash-egyensilyt tudunk keresni a koévetkezé mddszerrel. A normél formajaban minden i
jatékosra és minden s_; részleges stratégiavalasztdsra jeloljikk meg egy * jellel az ¢ minden z legjobb
vélaszdra a normél forma (z,s_;)-hez tartozé mezejében az i-hez tartozé szédmot. Példaul a fogolydi-
lemmanal a kovetkezoét kapjuk:

19



1.\ 2. | Vall  Tagad
Vall | 4%, 4% 1% 5
Tagad | -5, -1% -2, -2

Egy stratégiavélasztds pontosan akkor Nash-egyensily, ha a neki megfelelé mezében mindegyik
szamnal van *. Ezesetben tehat a (Vall, Vall) az egyetlen tiszta Nash-egyenstily.

Ha minden jatékosnak van domindns stratégidja (mint a fogolydilemméban), akkor azok Nash-
egyensilyt alkotnak. Nézziink olyan példdt, amikor ez nem teljesiil. A nemek harca jatékban egy
fia és egy lany szeretné eldonteni, hogy Quimby vagy Tankcsapda koncertre menjen. A lany inkabb
a Quimbyt, a fii inkabb a Tankcsapdat szeretné, viszont mindkettejiiknek az a legfontosabb, hogy
egylitt menjenek valahova.

Fiu \ Lany | Quimby Tankcsapda
Quimby 1*, 2% 0,0
Tankcsapda 0,0 2%, 1%

Itt két Nash-egyensiily is van, ha mindketten a Quimbyt vagy mindketten a Tankcsapdat vélasztjak.
Tegyilik most fel, hogy valdjaban a Quimbyt szeretik mindketten jobban, ez 2-2, a Tankcsapda pedig
1-1 egység oromot szerez. Ekkor is mindkét azonos vélasztas Nash-egyensilyban van, annak ellenére,
hogy a Tankcsapda egyértelmiien rosszabb (Pareto-szuboptimalis).

A fogolydileméhoz hasonlé héja-galamb jiték konfliktushelyzetek modellezését célozza (kocs-
mai verekedések, hédborik, bioldgidban az egyedek vetélkedése egy fajon beliil stb.). Mindkét félnek
két stratégidja van, a provokédld (héja) és a kompromisszumkeresd (galamb). A hasznossigi matrix a
kovetkezo.

‘ Héja  Galamb ‘
Héja 0,0 4% 1%
Galamb | 1%, 4* 3,3

Itt két Nash-egyenstly van, azok, amikor ellentétes szerepeket jatszanak: az egyik héja, a masik
pedig galamb. A jaték mésik elnevezése a ,,gyava nyil” : helyi vaganyok azon jatéka, amikor egy keskeny
egyenes uton egymassal szembe indul két autés. Amelyik el6bb félrerantja a kormanyt, az gyava nyul,
guny és megvetés targya. Ha viszont egyik sem rantja félre, akkor két bator halottal lesz gazdagabb a
helyi legendarium.

Az azonos érmék jatékban ketten egy-egy érmét fejre vagy irdsra forditanak és ha a két érme
egyforma, akkor az elsé kap egy dollart a masiktol, ha kiilonb6z6, akkor a mésodik az els6t6l.

1.\ 2. | Fej Irés
Fej | 1%,-1 -1, 1%
Irds | -1, 1% 1%, -1

Lathatd, hogy ebben a jatékban nincs tiszta Nash-egyenstly.

2.3. allitas. Ha az iterdlt elimindlds barmely vdltozata egyetlen stratégiavdlasztdssal ér véget, akkor
az tiszta Nash-egyensily.

Bizonyitds. Ha az eliminalés sordn az i jatékos z stratégidja miatt toroltiik egy 2’ stratégidjat, és ekkor
az s_;-beli stratégidk még nem voltak tordlve, akkor w;(z,s_;) > u;(z',s_;). Tegyiik fel, hogy a végén
s marad csak és legyen z # s; egy masik stratégidja i-nek. z-bdl 1épjlink az i azon a stratégiajara,
ami miatt toroltik, és igy tovabb, egészen addig, amig s;-be ériink. Ek6zben az i nyeresége (u;(.,s—;))
nem csokkenhetett, emiatt u;(z,s_;) < u;(s), tehat s tiszta Nash-egyenstily. O

2.4. allitas. Az iterdlt elimindlds erds vdltozatdndl nem torlink olyan stratégidt, ami szerepel tiszta
Nash-egyensulyban.
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2.5. feladat. Bizonyitsd be a[2.]] dllitdst!

Kombinatorikus jatékoknadl egy nyeré stratégia egy olyan stratégia, aminél a jatékosnak a nyeresége
1, a masik barmely stratégiajanal, tehat a vesztes jatékos barmit vélaszt, -1 a nyeresége. Emiatt a tiszta
Nash-egyenstlyok pont azok a stratégiavalasztasok lesznek, amiknél a nyer6 jatékos nyerd stratégiat
vélaszt.

Probalhatnank azzal a mddszerrel tiszta Nash-egyensilyt keresni, hogy kiindulunk egy tetszoleges
stratégiavalasztasbdl és minden lépésben az egyik jatékos valthat stratégiat egy olyanra, aminél tobbet
nyer. Am ez nem feltétlen taldl Nash-egyenstilyt, ugyanis ciklizalhat, akkor is, ha egyébként van Nash-
egyenstly, példaul az addzasi jatéknal ciklizal, és kiegészithetjiik egy-egy harmadik stratégidval, amik
Nash-egyenstlyt alkotnak egyiitt, de az eredeti részbdl egyik jatékos se akarna atlépni.

A tiszta Nash-egyently a jaték ésszerti kimenetelét hivatott megfogni. Am az aldbbi szézlabu jaték
mutatja, hogy nem minden esetben jésolja meg jdl a jatékosok viselkedését. A jatékot sok lépésesként
irjuk le, de ugynugy, mint a kombinatorikus jatékoknal, ez is felirhaté stratégiai jatékként. Két jatékos
jatszik és felvaltva lépnek. El6szor az elsé jatékos dont, hogy egybdl kiszall, és mindkettojiiknek 1 a
nyeresége, vagy folytatodik a jaték. Ezutan a masodik jatékos vagy befejezi, és az 6 nyeresége 3 mig
az elsd jatékosé 0, vagy a folytatds mellett dont. A jaték tovdbbi menete a[9] dbrdn ldthato.

ﬂl\ I /L E }\ I I II _
T > T T > T: cee > D> ? > } S T (100,100)
(1.1) (0.3) (2.2) (1.4 (98.98) (97.100) (99.99) (95.101)

9. abra

Iteralt elimindlassal beldthatd, hogy csak az a Nash-egyensily, ha mindketten rogton ki akarnak
lépni. Viszont a valésagban inkabb folytatjak a jatékot, reménykedve, hogy a masik is folytatja majd.

2.6. feladat. Egy vdlasztdson két jellt indul, A és B, és a 2k wvdlasztobdl k A-t, k B-t preferdlja.
Ha egy vdlaszto kedvence nyer, az neki +2-t ér, ha a mdsik, az —2-t, ha dontetlen, az 0-t. Ha elmegy
szavazni, akkor az —1. (Tehdt a lehetséges nyereségek -3, -2, -1, 0, 1, 2.) Keresd meg a tiszta Nash-
egyensily(oka)t!

2.7. feladat. Az eldzd feladathoz hasonld valasztas, most 8 vdlasztoval, akik kozil ketten A-t, a har-
madik B-t tdmogatja. Van-e tiszta Nash-egyensily ?

Szennyezési és kozlegel6 jaték

A kovetkezd két jaték a fogolydilemma sokszereplOs altalanositasdnak tekinthetd. A szennyezési
jatékban n > 3 orszag szerepel. Mindegyik kétféle kornyezetpolitikat alkalmazhat: ha nem korlatozza
a szennyezést, az 1 pénzegység kart okoz - szamara, és minden masik orszag szamara is. A szennyezés
visszafogdsa 3 egységnyi befektetést igényel, ezt csak neki kell kifizetnie. Ha mindegyik orszag vissza-
fogja a szennyezést, mindegyiknek 3 lesz tehat a koltsége - ha viszont mindenki szennyez, akkor
mindenkinek n koltséget okoz a szennyezés. Mégis, ez utobbi forgatékonyv a természetes: ha ugyanis
egy orszag kornyezetvédelemrdl attér szennyezésre, a tobbiek pedig nem valtoztatnak a politikdjukon,
akkor ez az orszag 2-vel csokkenteni tudja a koltségét (és kozben az Osszes tobbiét 1-gyel megemeli).
Az egyetlen tiszta Nash-egyensuly az, amikor mindenki szennyez.

A kozlegel6k tragédiajaban egy falu legel6je tiz tehenet tud eltartani. Tiz gazda legelteti egy-
egy tehenét, mindegyik jollakik és 10 liter tejet ad. J6l mennek a gazdasagok, tgyhogy mindegyik
gazdanak Gsszegyiilik elég pénze egy mésodik tehén vasarlasara. Egy nap egyikiik vesz is még egyet:
mar tizenegyen legelnek. Mostmér kevesebb fii jut minden tehénnek, ezért csak 9 liter tejet adnak. A
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két tehenet legeltet6 gazda viszont 18 liter tejhez jut. Altaldban, ha k tehén van, akkor 20—k liter tejet
adnak. Ezért mindaddig érdemes egy gazdanak 1j tehenet kihajtani a legelére, amig a tehenek szdma
el nem éri a 18-at. Vagyis a tiszta Nash-egyensiily az lesz, amikor nyolc gazdanak van két tehene, két
gazdénak pedig egy-egy, és minden tehén 2 liter tejet ad. Ekkor Gsszesen 36 liter tejet fejnek sovany,
beteg tehenekbdl, szemben a kiindulédsi 100 literrel. Mig a szennyezési jatékban az egyes jatékosok
dontéseibdl kovetkezo koltségek egyszertien Osszeadddtak, itt ezek a dontések erdsen befolyédsoljak
egymast: ha mar 8 gazda vett méasodik tehenet, akkor a maradék kettének nem érdemes.

Cournot duopdlium

Ebben a jatékban két cég megvalaszthatja, hogy mennyit gyart egy adott arubdl: tetszoleges
qi € Ry lehet a mennyiség (i = 1,2). Itt tehdt a stratégiahalmazok kontinuum mérettiek. Jeldlje @ :
= q1 + q2 a két cég altal termelt Osszmennyiséget az arubdl. A gyartads egységnyi koltsége mindkét
cégnek ¢ > 0. Egy egységnyi arut P(Q) := max{0,a« — @} forintért tudnak eladni, egy rogzitett o
paraméterre. Tehat a nyereségfiiggvénye az i jatékosnak

G- (a—q—q@—c), hag+epla

Ui(QlaQQ):P(Q1+QQ)'Qi_C'Qi:{ G- ha g1 g > o
— 4 G 1 2

A feladat a tiszta Nash-egyensilyok meghatarozasa.

Szamoljuk ki eldszor, hogy egy adott go-re az elsé cégnek mi a legjobb valasza! Jeloljitkk ezt
Bi(g2)-vel, tehdt Bi(g2) = argmax, cp, u1(q1,q2). Ha g2 > a — ¢, akkor P(Q) < ¢ minden ¢i-re,
igy u1(q1,q2) < 0 és csak g1 = O-ra éri el a 0-t. Ha pedig ¢2 < a — ¢, akkor az (¢ —q1 —q2 — ¢) - @1
mésodfoku fiiggvény maximuma ¢; = *=5—2-ben van, amire P(Q) = o — Q, tehdt ez az egyértelmi
legjobb vilasz.

Osszegezve, B1(q2) = max{0, =2}, és ugyanigy, a masodik jétékos legjobb valasza q-re Ba(q1) =
= max{0, “—54}.

Bi(g2)

Ba(q1)

(25,00 (a=¢0)

10. abra

A tiszta Nash-egyensiilyok azon (g1, g2) parok, ahol a {q1, Ba(q1)} és {B1(g2), ¢2} halmazok metszik
egymast. A dbra alapjan ez egyetlen pont, méghozzd a q1 = g2 = %5 pont. Ekkor mindkét cég

. (a—c)?
nyeresége ~—g—.

N2

A jaték érdekessége, hogy ha csak egy cég lenne, akkor a nyereségének maximuma (o 40) lenne,
ami tobb, mint duopdlium esetén a két cég ossznyeresége. Rdadasul, ha mindkét cég q1 = qo = “;°-et
termel, akkor mindkettének tobb a haszna, mint a Nash-egyenstly esetén. Ez tehat a fogolydilemma

egy folytonos rokona, és azt sugallja, hogy a monopdlium néha jobb, mint a duopdlium.

2.4. Kevert stratégiak, kevert Nash-egyensuly

Vegylik észre, hogy az tétel egy Nash-egyensily létezését bizonyitotta kombinatorikus jatékokra.
Azonban altaldban ez nem garantdlt: mar egy olyan egyszeri jatékban sem létezik, mint elsé példank,
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a ko-papir-oll6. Valoban érezhetd, hogy a ,,mindig kovet jatszok” tipusd stratégidk nem igazan si-
keresek; ezzel szemben j6 mddszernek tlnik a véletlenre bizni a valasztdst. Ebben a fejezetben a
Nash-egyenstiily fogalmat terjesztjiik ki oly médon, hogy véletlen stratégiavalasztast is megengediink.

Az i. jatékos egy kevert stratégiija alatt valosziniiségi eloszlast értiink az S; stratégiahalmazon.
Ha S; véges, akkor ez egy olyan o : S; — R vektorral jellemezhetd, amelyre » 4 0(2) = 1. Tiszta
stratégia alatt az értjik, hogy valamely 2 € S;-re o(2) = 1 és o(2’) = 0 ha 2’ # z. Ezt x,-vel fogjuk
jelolni.

Legyen A; az i. jatékos kevert stratégidinak halmaza. Ha S; véges és |S;| = m;, akkor A; az m;
dimenziés standard szimplex, vagyis

m;
J=1

Legyen A = A1 x...x A, a kevert stratégiavalasztiasok halmaza. Ha a jatékosok kevert stratégiai
o= (01,...,0n) € A, akkor az s = (s1,...,,) € S kimenetel valészintisége

n

Po(s) = H 0i(85).

i=1

Az u;(0) varhat6 nyereség alatt az i. jatékos nyereségének a varhaté értékét értjiik, ha a jatékosok
a o kevert stratégiak szerint valasztanak:

ui(0) = po(s)ui(s) = > ui(s) [[oi(si).
seS seS i=1

Egy kevert stratégidra a varhatd nyereségeket konnyen ki tudjuk szamolni tgy, hogy a kifizetési
matrixba egy 1Uj sorként vagy oszlopként irjuk. Példaul az ,azonos érmék” jatékban ha az elsé jatékos

%f% eséllyel vélaszt fejet vagy irdst (vagyis feldob egy szabdlyos érmét), akkor a kovetkezét kapjuk:
1.\ 2. F I
F | 1,-1 -1,1
I -1,1 1,-1
sF+31] 0,0 0,0

A kevert stratégidk vizsgalatanal azzal a feltevéssel éliink, hogy a jatékosoknak egy x véarhatd
nyereségli kimenetel ugyanolyan jé, mint egy = nyereségi tiszta kimenetel. Megjegyezziik, hogy ez egy
er0s feltevés: ha példdul % val6szinliséggel nyeriink 1 millié Ft-ot, és % valészinliséggel pedig vesztiink
ugyanennyit, akkor inkdbb nem is mennénk bele a jatékba.

Ao = (01,...,0n) € A kevert stratégidk kevert Nash-egyensiulyban vannak, ha minden ¢
jatékosra

ui(oi,0-i) > ui(y,0-;) Yy € A

Mivel w;(y,0-;) az ui(s,0-;) (s € S;) szdmok konvex kombindciéja a « szerinti egyiitthatékkal,
ezért az egyenlGtlenséget valdéjaban elég megkovetelniink a tiszta stratégidkra, vagyis o pontosan akkor
van kevert Nash-egyensilyban, ha minden ¢ jatékosra és minden s € S; stratégidjara

ui(og,0-¢) > ui(Xs, 0—i)-
Ebbol kovetkezik az alabbi allitas.

2.8. allitas. Legyens = (s1,82,...5y) stratégiavalasztds és xs = (Xsys-- -5 Xs,) @ neki megfeleld tiszta
stratégidk. Ekkor s pontosan akkor tiszta Nash-egyensuly, ha xs kevert Nash-egyensily.

Egy 0_; = (01,09,...0i—1,0i+1,...0n) € A_; vektort részleges kevert stratégiavalasztiasnak
neveziink. Egy o_; € A_; részleges kevert stratégiavilasztasra v € A;-t legjobb kevert valasz, ha
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u;(7y,0-;) értéke a lehetséges legnagyobb. A o kevert stratégia pontosan akkor van Nash-egyensilyban,
ha minden i¢-re o; legjobb valasz o_;-re.

Minden z € S; tiszta stratégidra hatdrozzuk meg u;(x,0—;)-t, a tiszta z stratégia hasznossigat
o_;-vel szemben. Jelolje Z,_, C S; azon z € S; tiszta stratégidk halmazat, amelyekre u;(xz,0_;)
maximalis, ezeket az o_;-re adhaté legjobb tiszta valaszoknak nevezziik. supp(7y)-val jeloljiik egy
v € A,; stratégia tartjat, azon z € S; stratégidk halmazat, melyekre v(z) > 0.

2.9. lemma. Egy~y € A; stratégia akkor és csak akkor legjobb kevert vdlasz o_;-re, ha supp(y) C Z,_,,
tehdt ha legjobb tiszta vadlaszokbol van ,kikeverve”.

Bizonyitds. Legyen a legjobb tiszta stratégidkndl a varhaté nyereség X. A + stratégia varhaté nye-
reségét igy irhatjuk fel:

(o) = S Al o) < 32X = X,
Z€ES; Z€ES;
vagyis egy kevert stratégiaval elérhetd nyereség legfeljebb annyi, mint a tiszta stratégidkkal elérhet6
legjobb nyereség. Tovabba egyenléség pontosan akkor all fenn, hogyha ~(z) > 0 esetén u;(x.,0-;) =
= X, ami épp az allitassal ekvivalens. [l

A kovetkez6 fejezetben belatjuk Nash kulcsfontossagu tételét:
2.10. tétel (Nash, 1951). Minden véges jatékban létezik kevert Nash-egyensily.

Nézziink el6szor néhdny példat.

2.11. allitas. A k6-papir-ollé jdaték egyetlen kevert Nash-egyensilya az, amikor o1 = o9 = (%, %, %)
Bizonyitds. Tegytk fel indirekten, hogy van mésik Nash-egyensily is; a szimmetria miatt felteheto,
hogy o1(k6) < o1(papir) < o1(0lld), és az els§ vagy masodik egyenl6tlenség szigortian teljestil. Azt
allitjuk, hogy a masodik jatékos részérol papirt jatszani nem tartozik a oj-re adhatd legjobb tiszta
valaszok kozé. Valéban,

UQ(O'l, Xpapl'r) =01 (ké) — 01(0116) < 0,
ezzel szemben

u2(01, Xo116) = —01(k6) + o1(papir) > 0.
Az el6z6 lemma szerint tehdt oo(papir) = 0. Ugyanezzel az okoskoddssal azt kaphatjuk, hogy az elsd
jatékos részérol az ollé nem egy legjobb tiszta valasz, vagyis o (oll6) = 0, ami ellentmondas. O

A szarvas-liba-vaddszat (angolul moose-goose-hunt) nevii jaitékban n ember mindegyike valaszt-
hat, hogy bedll a szarvasra vaddszé csapatba, vagy elmegy egyediil libdra vaddszni (n > 2). A libara
vadaszok nyeresége ¢, a szarvasra vadaszok viszont csak akkor tudjék elejteni a szarvast, ha mind az
n ember Osszefog, ekkor a nyereség fejenként cg,, ami tobb, mint ¢;, ha kevesebben mennek szarvasra,
akkor 0 a nyereségiik. Meg szeretnénk hatdrozni a szimmetrikus kevert Nash-egyensilyokat, vagyis
az olyan kevert Nash-egyenstlyokat, amiknél mindenkinek ugyanaz a kevert stratégidja. Legyen ez
(pszapl)-

Ha ps, = 1 és p; = 0, akkor mindenkinek c,, a nyeresége, és ha valaki véaltoztat, akkor rosszabul
jar, tehat ez Nash-egyensily. Ha ps, = 0 és p; = 1, akkor mindenkinek ¢; a nyeresége, és ez is nyilvan
Nash-egyenstily.

Ha ps, és p; is pozitiv, akkor a lemma alapjan mindkét tiszta stratégianak legjobb valasznak
kell lennie a tobbiek vélasztdsira egy i jatékos részérdl. Ha ¢ a szarvast vélasztja, akkor varhaté

nyeresége p?. ! - ¢y, ha libdt, akkor ¢;, tehdt p ! - g, = ¢, vagyis ps, = ”—,1/;—12 bspp=1— n}/ L

Csz

alkotjak a nem tiszta szimmetrikus kevert Nash-egyensulyt.

2.12. feladat. Ldssuk be, hogy a héja-galamb jdtékban a két tiszta Nash-egyensily mellett még egy

harmadik létezik, amikor mindketten (%, %) aranyban vdlasztanak a héja és galamb stratégia kozott!

2.13. feladat. Hatdrozzuk meg a[2.3. fejezet végén levd szdmudlasztdsi jaték dsszes kevert Nash-egyen-
sulyat!
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Iteralt eliminalas kevert stratégiakkal

Tegyiik fel, hogy egy jatékban az els6 jatékos nyereségei a kovetkezok.

— o w|
_ W Ol

F
K
A

Ha a (%, %, 0) kevert stratégiat valasztja, akkor varhaté nyeresége a masik mindkét stratégiajanal
%. Tehat ez a kevert stratégia erésen domindlja az A stratégiat. (A domindlds fogalma természetesen
kiterjesztheté kevert stratégidkra.) Tehat az A stratégiat kitorolhetjiik, ezt nem érdemes vélasztania
a jatékosnak.

Altaldban, ha van olyan o kevert stratégiaja példaul az els6 jatékosnak, ami er6sen domindal egy
s1 € Sp stratégiat, akkor az iteralt elimindlas sordn si-et toroljiik S1-bél. Ezt ismételjiik, amig lehet,
természetesen barmely jatékosra.

2.14. allitas. Sose torlink kevert Nash-egyensulyt, vagyis ha si-et toroljik, akkor 6 nem szerepel
kevert Nash-egyensuly tartojaban.

2.15. feladat. Bizonyitsd be a fenti dllitdst.

Megjegyezziik, hogy itt is igaz, hogy az iterdlt elimindlas fenti, er6s valtozatandl a végeredmény
nem fligg a torlések valasztasatol.

2.16. feladat. Mutasd meg, hogy eqy LP feladatként felirhatd, hogy van-e olyan kevert stratégia, ami
domindl egy adott stratégidt.

2.17. feladat. Keresd meg az dsszes kevert Nash-egyensilyt az aldbbi jatékban!

X Y Z
A[3,4 53 23
B|25 3,9 4,6
Cl31 2,5 7,4

Geometriai mdédszer

A Cournot duopdliumnal geometriai mddszerrel hataroztuk meg a tiszta Nash-egyensilyt egy olyan
jatékban, ahol mindkét stratégiahalmaz a nemnegativ valésak halmaza. Most egy hasonlé mddszert
irunk le, amivel a kevert Nash-egyenstlyokat lehet megkeresni egy kicsi, véges stratégiai jatékban. Ha
két jatékos van és mindkettonek csak két stratégidja, akkor a sikon dbrazolhatjuk a legjobb valaszokat,
és igy geometriailag meg tudjuk hatirozni a kevert Nash-egyensilyokat. Nézziik példaként a nemek
harca jatékot!

Fiu \ Lany | Quimby Tankcsapda
Quimby 1,2 0,0
Tankcsapda 0,0 2,1

Tegyiik fel, hogy a lany y valdszinliséggel valasztja a Quimbyt és 1 —y valdsziniliséggel a Tankcsapdét.
Mi erre a fit legjobb vélasza? Ha a fid x valdsziniiséggel védlasztja a Quimbyt, akkor a varhaté nyeresége

zy-l+(1—2)-y-0+z-1—-y)-0+(1—2)- (1—y)-2=3sy—20—-2y+2=x-(3y—2) — 2y + 2.
(z,1 — z) akkor legjobb kevert védlasz (y,1 — y)-ra, ha ez maximaélis, vagyis
— 3y — 2 > 0 esetén akkor, ha x =1,

— 3y — 2 < 0 esetén akkor, ha x = 0,
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— 3y — 2 =0 esetén tetszbleges = € [0,1] — re.

Jeloljiik Bj(y)-nal ezen z-ek halmazat, tehat amikre (z,1 — x) a fid részérél legjobb kevert valasz
a ldny (y,1 —y) kevert stratégidjara.

Ugyanigy meghatarozhatjuk azon (y,1 — y) kevert stratégidit a lanynak, amik a fiu egy (z,1 — x)
kevert stratégidjara legjobb kevert valaszok: a lany varhaté nyeresége y-(3x—1) —x+1, tehat = > 1/3
esetén y = 1, x < 1/3 esetén y = 0, x = 1/3 esetén pedig tetszbleges y € [0,1]. Jeldljiikk Ba(z)-szel
ezen y-ok halmazét, tehat amikre (y, 1 —y) a lany részérol legjobb kevert vélasz a fiu (x,1 — x) kevert
stratégiajara. Abréroljuk a sikon a két halmazértéki fuggvényt!

Yy
y € By(x)

x € Bi(y)

win

Wl

11. abra

Egy ((z,1 — x),(y,1 — y)) kevert stratégiavilasztds pontosan akkor kevert Nash-egyenstily, ha
(z,y) benne van a metszetben, vagyis jelen esetben a két tiszta Nash-egyensilyon kiviil van egy
harmadik kevert Nash-egyenstly: ha a fiti 1/3 valészintiséggel a Quimbyt valasztja, 2/3 valészintiséggel
a Tankcsapdat, a lany meg forditva.

2.18. feladat. Keresd meg az osszes kevert Nash-egyensulyt a kévetkezd jakékokban: azonos érmék,
fogolydilemma, héja-galamb jdték!

2.5. Nash-tétel, Sperner-lemma és Brouwer fixpont tétele

Nash egyensulyi tételének bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz Brouwer topolégiabdl ismert fixpont
tételére.

2.19. tétel (Brouwer, 1912). Ha C C R™ egy konvez és kompakt halmaz, f: C — C egy folytonos
fligguény, akkor létezik olyan x € C, amelyre f(x) = x.

2.20. gyakorlat. Igazoljuk a tételt m = 1 esetére!

Brouwer tételének bizonyitdsdhoz egy kombinatorikai allitasra lesz sziikségiink. Ezt el6szor m =
= 2 esetére mondjuk ki és igazoljuk. Egy haromszog felosztasa kis haromszogekre a kovetkezot jelenti:
felvesziink a haromszog oldalain illetve belsejében tetszéleges Gj pontokat. Ezeket 0sszekotjiik egymast
nem metsz6 egyenes szakaszokkal gy, hogy minden keletkez6 tartomany haromszog legyen. Minden
szakaszra pontosan két haromszog illeszkedik, kivéve az oldalakon levd szakaszokat, amelyekre egy.

2.21. lemma (Sperner, 1927). Legyen adott eqy ABC hdromszdg tetszéleges felosztdsa kis hdrom-
szogekre. A kis hdromszdgek dsszes csucsa ki van szinezve a piros, kék és zold szinek egyikével, a
kovetkezd szabdlyok szerint. A piros, B kék, C zold; az ABC hdromszdg oldalain levé pontok a két
végpont szinének az eqyikével vannak kiszinezve. Ekkor pdratlan sok olyan kis hdromszog létezik, amely-
nek mindegyik csucsa kilonbozo szini.
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12. abra

Bizonyitds. Nevezziik tarkdnak egy olyan haromszoget, amelynek a hiarom csicsa kiilonb6z6 szinf.
Definidlunk egy H = (T, F') grafot, melynek cstcsai az olyan hdromszogek, amelyeknek legaldbb egy
csucsa piros és legalabb egy kék. Két haromszognek megfeleld csiicsot akkor kotiink Ossze éllel, ha van
kozos oldaluk, amelynek az egyik végpontja piros, a masik kék (1d. (b) abra)

Vegylik észre, hogy H-ban minden csiics foka nulla, egy vagy kett6. Egy nem tarka T-beli hdromszog
foka egy, ha az egyik piros-kék oldala a nagy héromszog AB-oldaldra esik (ezek szdma legyen p); a
tobbi nem tarka T-beli haromszog foka kett6. Egy tarka T-beli haromszog foka hasonlé médon nulla
vagy egy. A nulladfokid tarka haromszogek szama legyen ¢, az els6fokuaké r.

Az AB oldalon péaratlan sok piros-kék szakasz van, hiszen A-bdl B felé haladva az osztépontokon
paratlan sokszor valtozik a szin. Legyen ezek szdma 2a 4 1. Ekkor p + ¢ = 2a + 1, mivel minden ilyen
élre illeszkedik egy T-beli haromszog, amely vagy nem tarka, vagy tarka.

H-ban a paratlan fokd pontok szdma p + r, ez péaros kell legyen; legyen p + r = 2b. (H valéjaban
utakbdl, korokbol és izolalt pontokbdl all.) A tarka haromszogek szédma ekkor

g+r=Q2a+1-p)+2b—p)=2(a+b—p)+1, (3)
valoban paratlan. |

A lemmat altalanositjuk magasabb dimenzidra is. m-dimenziés szimplex alatt az R™ térben m +
+ 1 altaldnos pont konvex burkat értjiik (olyan pontok, melyek nem esnek bele (m — 1)-dimenziés
hipersikba). Egy m-dimenziés szimplex lapjai (m — 1)-dimenzids szimplexek, amelyeket egy cstics
elhagyasdval kaphatunk. (Az 1-dimenzids szimplexek éppen a szakaszok, a 0-dimenzidsak a csticsok
voltak).

A szimplicialis felosztds a hdromszogekre valo felosztas altaldnositasa lesz. Legyen adott egy m-
dimenziés szimplex. Ennek hataran és belsejében felvesziink tetszoleges j pontokat; majd felvesziink
rajuk illeszked (m—1)-dimenzids szimplexeket gy, hogy azok ne messék egymast, és a végén keletkezo
tartomanyok mind m-dimenziés szimplexek legyenek. Ezeket , kis szimplexeknek” fogjuk nevezni. Egy
szinezett csicsu szimplexet tarkanak neveziink, amennyiben minden csticsa kiilonb6z6 szinti.

2.22. lemma (Sperner, 1927). Vegyiik az Ay, Ag, ..., Apy1 pontok dltal kifeszitett m-dimenzids A
szimplex eqy tetszdleges szimplicidlis felosztasdt. A felosztdsban szerepld csucsokat szinezziik ki az
1,2,...,m + 1 szinekkel tgy, hogy az A; csucs az i szint kapja, tovdbbd az S lapjaira esé pontok a
lapon levd csics eqyikének szinét kapjdk. Ekkor a felosztdsban pdratlan sok tarka kis szimplex van.

Bizonyitds. m szerinti indukciéval bizonyftunk. Az m = 1 eset trividlis; a[2.21] lemma az m = 2 esetre
bizonyit. Lényegében ugyanazt a bizonyitast ismételjiik el.

Legyen T azon kis szimplexek halmaza, amelyeknek a csicsain az 1,2,...,m szinek mindegyike
szerepel. Egy ilyen szimplex vagy tarka, vagy valamelyik 1 < j < m szin kétszer szerepel, mindegyik
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més szin pontosan egyszer. Egy (m — 1)-dimenziés szimplexet m-tarkdanak neveziink, ha tarka, és
csucsain éppen az 1,2,..., m szinek szerepelnek.

Definidljuk a H = (T, F) grafot gy, hogy két szimplexet akkor kotiink Ossze, ha van koézos m-
tarka lapjuk. Vegyiik észre, hogy egy tarka szimplexnek pontosan egy m-tarka lapja van, egy nem
tarka T-belinek pedig ketté. Egy m-tarka lapra pontosan két T-beli szimplex illeszkedik, ha a lap A-n
beliil helyezkedik el, és 1, ha A egyik lapjan. A szinezés tulajdonsiga alapjan A egyetlen olyan lapja,
amely m-tarka szimplexet tartalmazhat, az Ay, ..., A,, pontok altal kifeszitett (m — 1)-dimenzids A’
szimplex.

Tekintsiik ezt az A’ lapot! Az eredeti m-dimenzids felosztés ezen egy (m — 1)-dimenzids felosztast
ad meg; ebben a tarkdk éppen az m-tarka szimplexek. Az indukcié szerint paratlan sok ilyen van,
legyen a szamuk 2a + 1. Koziiliik mindegyikre illeszkedik egy T-beli m-dimenziés szimplex; legyen
ezek koziil a tarkak szama ¢, a nem tarkdk szama p, vagyis p + ¢ = 2a + 1. Ezek fokszama H-ban 0
illetve 1 lesz.

A maradék tarka szimplexek szama legyen r; ezek foka H-ban 1 lesz. A tobbi T-beli szimplex foka
2; ezek tehét azok, akik nem tarkdk, és nincsen A’-re illeszkedd m-tarka lapjuk.

A[2:2]] lemma bizonyitdsahoz hasonld érveléssel H-ban az els6fokd pontok szdma pératlan: p+r =
= 2b, innen alapjan kovetkezik, hogy a tarka szimplexek szama, g + r, paratlan. Ezzel a bizonyitas
befejez6dott. (Il

A[2.19 tétel bizonyitdsa. Csak arra az esetre bizonyitunk, amikor C egy m-dimenzids szimplex. Ebbél
itt nem részletezett topoldgiai megfontolasok alapjan kovetkezik az allitds tetszOleges konvex kom-
pakt halmazokra. Jelojik S-sel C felszinét, azaz lapjainak uniéjat! Tegyiik fel indirekten, hogy a
leképezésnek nincs fixpontja: x # f(x) tetszéleges x € C-re. Minden = € C-re tekintsiik az f(z)x
félegyenest, és legyen T'(x) az a pont, ahol ez S-t metszi! (Ha f(z) € S, akkor T'(x)-et a félegyenes
S-sel vett masik metszéspontjaként definialjuk.)

Ezaltal definidltunk egy T : C' — S leképezést. Ha = € S, akkor vildgos, hogy T'(x) = x. Kénnyen
lathaté tovabbd, hogy ha f folytonos volt, akkor T is az. Szinezziik most ki C' minden pontjit az
1,2,...,m+ 1 szinekkel ugy, hogy x a T'(x)-hez legkdzelebbi A; cstics i szinét kapja. Ha t6bb csticstol
egyenlé tavolsagra van, valasszunk ezek koziil tetszdlegesen. Teljesiilnek a Sperner-lemma szinezési
feltételei: minden A; csics szine i lesz, és C minden lapjan a pontok e lap valamelyik cstcsdnak szinét
kapjéak.

Valasszunk egy ,kicsi” € > 0-t! Ehhez T folytonossiaga miatt létezik olyan §, hogy ha d(z,y) < §
akkor d(T'(z),T(y)) < e. (d(x,y) az = és y pontok tdvolsagat jeldli.) Készitsiink el C-nak egy olyan
szimplicidlis felbontdsat, amelyben barmely kis szimplex atmérGje (pontjai kozt fellépd legnagyobb
tavolsdg) kisebb d-nél!

A Sperner-lemma szerint van egy tarka szimplex: legyenek ennek csicsai x1,...,Zm+1, amelyek
rendre az 1,2,...,m + 1 szinekkel vannak kiszinezve. Ezen csicsok koziil barmely kettd tavolsdga
kisebb d-ndl, ezért a T(x1),...,T(xm+1) pontok kozill barmely kettd tavolsdga kisebb e-nal. Mivel
mindegyik pont a C szimplex felszinén, S-en helyezkedik el, ezért van egy olyan C’ lapja C-nak, hogy
az Iri,...,Tmy1 pontok mindegyike vagy C’-n, vagy ettdl legfeljebb e tdvolsdgra helyezkedik el. Legyen
A; a C'-n nem szerepld cstics! Ekkor megfelelden kicsi e-t vdlasztva ellentmonddsra jutunk azzal, hogy
T (z;)-hez az A; cstics volt legkdzelebb. O

Készen allunk a Nash-tétel bizonyitasara.

A . tétel bizonyitdsa. A kevert stratégiavélasztdsok halmaza, A = [[I" | A; az m = >, m; di-
menzids tér egy konvex, kompakt részhalmaza. Ezen szeretnénk egy folytonos f fliggvényt definidlni,
melynek fixpontjai éppen a kevert Nash-egyensiilyoknak felelnek meg.

Legyen o = (01,...,0,) € A egy kevert stratégiavélasztas. Az i. jatékos egy z € S; stratégidjdra
legyen

ol(2) = 0i(2) + max(0, u;(xz,0-;) —ui(0)),

vagyis ha z-vel ¢ jobban jdr, mint o;-vel, akkor noveljikk a z val6sziniiségét. Ekkor viszont o} mér
nem lesz valésziniiségi eloszlas, tehat normalizalnunk kell (egy x nemnegativ vektor normalizaltja a
nrml(z) == z/ > x;):

f(o) :== (nrml(c}), nrml(cb), ... nrml(c’,)).
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Koénnyen lathatd, hogy f : A — A folytonos fliggvény. A tétel szerint létezik egy o € A,
amelyre f(o) = o. Azt allitjuk, hogy ez egy kevert Nash-egyenstily, s6t a pontosan a fixpontok a kevert
Nash-egyenstlyok. Ehhez azt kell belatnunk, hogy minden i jatékosra

o; = nrml(0}) <= Vz € S; : ui(xz, 0-5) < uio).

A <" irdny vildgos. A ,—" irdnyhoz vegyiik észre, hogy mindig van olyan z, amire u;(xz, 0—;) <
< wi(o). Ha indirekten lenne olyan 2/, amire u;(x,,0-;) > wu;(0), akkor a normalizdldsndl 1-nél
nagyobb szdmmal osztunk, ezért az el6z8 z-re nrml(c.(z)) < 0;(z) lenne, ami ellentmond a feltevéssel.

O

A feltételek koziil a végesség nem hagyhaté el, ahogy az aldbbi példa is mutatja. Tegyiik fel,
hogy ketten (X és Y) drulnak egy adott terméket, amire hdrom potencidlis vev$ van (A, B és C).
Mindharman egy egységet szeretnének venni, és legfeljebb egy egységnyi pénzt fizetnek érte. X és Y
stratégiai a termék lehetséges arai, vagyis a [0,1] intervallum egy-egy eleme (tetszoleges valds szam
lehet). Az arat egyszerre kell kihirdetnitik, kés6bb mar nem véltoztathatnak. A mindenképpen X-t6l
vasarol, C' mindenképpen Y-tél, B pedig attdl, aki olcsébban adja; egyenloség esetén azonban X-t
preferdlja. X és Y célja is bevételének maximalizaldsa.

2.23. allitas. A fenti jdtékban nincsen tiszta Nash-egyensily.

Bizonyitds. Legyen x és y a kettejiik altal megszabott ar. Ha x < y, akkor X bevétele 2x és Y bevétele

y. Ha = > y, akkor z illetve 2y a bevételik. Az z < % valasztast egyértelmiien dominalja x = 1,

és ugyanigy y < %—et y = 1. Nash-egyensily esetén tehat x,y > % Ha x < y, akkor Y-nak jobban
megérné egy kicsit aldigérnie X-nek. Ha viszont « > y, akkor Y-nak megérné egy kicsit novelnie. [J

Kicsit bonyolultabb érveléssel megmutathaté az is, hogy kevert Nash-egyensily sincsen.

A Nash-tételre adhaté egy masik bizonyitas, ami a Brouwer fixpont-tétel helyett a kovetkezd,
bonyolultabb fixpont-tételt hasznélja.

2.24. tétel (Kakutani). Ha C C R™ kompakt, konvex, nem iires halmaz, és f : C — 2¢ olyan
halmazértéki fliigguény, amire teljestlnek a kovetkezok:

— minden x € C-re f(x) konvez, nemires halmaz,

— f grafikonja zart, vagyis ha {x;} és {y;} konvergens sorozatok, amikre z; € f(y;), akkor limx; €
€ f(limy;).
Ekkor f-nek van fizpontja, vagyis olyan x € C, hogy x € f(x).

2.25. feladat. Bizonyitsd be Nash tételét a Kakutani fixpont-tétellel!

Egy n jatékosos jatékot akkor neveziink szimmetrikusnak, ha Sy = S = --- = 5, és a jatékosok
minden 7 permutdcidjira u;(s1,...,Sn) = Ur(s)(Sr(1),- - > Sr(n))- Egy o kevert Nash-egyensily szim-
metrikus, ha 01 =09 = -+ = oy,

2.26. feladat. Bizonyitsd be, hogy szimmetrikus jatéknak van szimmetrikus kevert Nash-egyensilya!

2.6. Kétszemélyes 0-0sszegii jatékok

A tétel garantalja a kevert Nash-egyensily létezését. A bizonyitas azonban nem ad semmiféle
algoritmust arra, hogyan lehet egy egyensilyt megtaldlni. A kovetkez6 alfejezetekben az egyensily
megtalalasdnak algoritmikus kérdéseit vizsgaljuk. Az elsé fontos eredmény Neumann Janostél szarmazik
1928-bél, amelyben 0-0sszegli véges kétszemélyes jatékok egyensilyat irta le, sok évvel a Nash-egyensily
altaldnos fogalmdnak megsziiletése valamint a linedris programozas elméletének kidolgozasa elétt. A
tételt most a linedris programozas dualitas tételének kovetkezményeként mutatjuk be.

Emlékezziink, hogy a 0-Gsszegli jaték olyan jaték, amiben a jatékosok nyereségének az Osszege 0
minden kimenetelnél. Ekkor a tablazatban elég az els6 jatékos nyereségét feltiintetni, példaul a ké-
papir-ollénal:
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K6 Papir Oll6
K6 0 -1 1
Papir | 1 0 -1
Olls | -1 1 0

Vegylik észre, hogy ha az els6 jatékos a (%, %,

mésik, az elsének a varhaté nyeresége 0 lesz.

Most nézziink egy masik példat, a 3 érmés jatékot. Ebben mindkét jatékosnal van 3 ameri-
kai érme: egy nickel, ami 5 centet ér, egy dime, ami 10-et, és egy quarter, ami 25-6t. Mindketten
véalasztanak egyet a harom fajta érmébdl. Ha ugyanazt valasztottak, akkor az elso jatékos kapja meg
mindkettot, ha kiilonbozot, akkor a méasodik. Tehat az els6 jatékos nyereségmatrixa a kovetkezd.

1.\2.| N D Q
N 5 5 5
D |-10 10 -10
Q |-25 -25 25

%) kevert stratégiaval jatszik, akkor barhogy is jatszik a

Tudja-e a masodik jatékos garantalni, hogy pozitiv legyen a varhaté nyeresége, akarhogy is jatszik
a masik? Vagyis van-e olyan kevert stratégidja, aminél a varhaté nyereség pozitiv az elsé jatékos
mindhdrom tiszta stratégidjara (igy minden kevertre is!)? Igen, példdul ha egyenletes eloszlds szerint
véalaszt (most a 2. jatékos nyereségeit irjuk fel):

1.\2.|N D Q |iN+iD+1lQ
N [5 5 5 5/3
D |10 -10 10 10/3
Q |25 25 -25 25/3

Ekkor tehét a masodik jatékos varhaté nyeresége mindig legaldbb 5/3, az els6 jatékos barmely kevert
stratégidgjanal. Azt mondjuk, hogy a méasodik jatékos garantélni tud 5/3 nyereséget ezzel a kevert
stratégiaval. Ebbdl kovetkezik, hogy az elsé jatékosnak nincs olyan kevert stratégidja, amivel 6 tobb,
mint -5/3 nyereséget tud garantdlni. Ha az els6 jatékos egyenletes eloszlassal jatszik, akkor a varhato
nyereségek :

1.\ 2. N D Q
N 5 5 5
D 10 10 -10
Q 25 25 25
sN+3D+3Q [-10 -20/3 10/3

Tehat legrosszabb esetben -10 a nyeresége, tehat ezzel a kevert stratégidval garantalja, hogy vesztesége
legfeljebb 10 legyen.

Persze mindkettejiiknek az az érdeke, hogy olyan kevert stratégiat talaljanak, ami a leheto leg-
nagyobb nyereséget garantdl szamukra. Neumann tétele azt mondja ki, hogy ez a két szdm egymas
ellentettje lesz, vagy masképp, ha X a maximalis Osszeg, amennyi nyereséget az elsé garantdlni tud
maganak, akkor a masodik tudja garantdlni, hogy legfeljebb X-et veszitsen.

Tekintsiink egy tetszéleges 0-6sszegii jatékot. Azt mondjuk, hogy egy jatékos egy kevert stratégidval
(legaldbb) « varhaté nyereséget garantal magénak, ha a varhat6 nyeresége a mésik jatékos Osszes
tiszta stratégidjanal (igy az Osszes kevert stratégidjandl is) legaldbb . Hasonléan, azt mondjuk, hogy
egy jatékos egy kevert stratégia altal (legfeljebb) 5 varhaté veszteséget garantdl, ha a varhato
vesztesége a masik minden stratégidjandl legfeljebb .

2.27. tétel (Neumann, 1928). Egy véges kétszemélyes 0-dsszegii jatékban az egyik jatékos dltal ga-
rantalhato mazimdlis vdrhaté nyereség eqyenld a mdsik jdtékos dltal garantdlhato minimdlis vdrhato
vesztességgel.

Bizonyitds. Legyen S1 = {1,...,m}, So = {1,...,n}; ui(i,j) = —ua(i,j). Jelolje A € R"™*" az elsd
jatékos nyereségmatrixat.
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Ha z € R™ az els6 jatékos egy kevert stratégidja, mint oszlopvektor, akkor az z altal garantdlt
varhaté nyeresége az els6 jatékosnak az x' A vektor legkisebb koordindtija. A legnagyobb ilyet fel
tudjuk irni az aldbbi linedris programmal (1 mindig egy megfelel6 dimenzids csupa-1 vektort jeldl):

max « :

2TA>a-17

Zm Q)
Tr; = 1
=1

x>0

Hasonléan, ha y € R™ a masodik jatékos egy kevert stratégiaja, akkor az y-nal garantalt varhatd
vesztesége az Ay vektor legnagyobb koordindtaja. A legkisebb ilyet az aldabbi LP feladat adja:

min (3 :

Ay<p-1

Z" (P)
=1 !

y=>0

Ez a két linedris program éppen egymés dudlisa (miért?). A dualitds tétel alapjan kovetkezik, hogy
a két optimum-érték megegyezik. O

2.28. kovetkezmény. Kétszemélyes 0-0sszeqii jatékban van kevert Nash-egyensily.

Bizonyitds. A linedris komplementaritési feltételek éppen azt mutatjak, hogy ha (z,«) és (y,3) op-
timalis megoldasok, akkor x és y Nash-egyensulyt alkotnak. O

Mivel a linedris programozési feladat megoldasara ismertek hatékony (polinomidlis) algoritmusok,
ez a bizonyitas algoritmust is szolgaltat az optimum megtaldlasara. Megjegyezziik, hogy ezzel szemben
az altalanos esetben nem varhaté polinomialis algoritmus Nash-egyenstly keresésére.

2.29. feladat. Hatdrozzuk meg a hdarom érmés jdaték kevert Nash-egyensilyait!

2.7. Kétszemélyes szimmetrikus jatékok

Vegyiink most egy tetszéleges véges kétszemélyes jatékot, amelyikben az elsé jatékosnak n, a
méasodiknak m kiilonbozd stratégidja van. A nyereségeiket az A illetve As n X m-es métrixokkal
irhatjuk le. (0-Osszegii jatéknal As = —A;.) Szimmetrikusnak nevezziik a jatékot, ha n = m és
Ay = AI (vagy lehet gy permutédlni a sorokat és oszlopokat, hogy ez teljesiiljon). Ilyenek voltak
példaul: ké-papir-olls, fogolydilemma, héja-galamb. Egy szimmetrikus jatékban egy (o1,02) kevert
Nash-egyensilyt szimmetrikusnak neveziink, ha o; = os.

Vegyiik észre, hogy ha ugyanazt az M szamot hozzdadjuk A; és Ao minden eleméhez, akkor
a stratégidkat illetéen semmi nem valtozik: pontosan ugyanazok lesznek a két jatékban a Nash-
egyensulyok. Eppen ezért a tovdbbiakban azt is feltehetjiik (egy kellen nagy szam hozzdadasaval),
hogy mind A1, mind A minden eleme szigorian pozitiv. A kovetkez6 lemma azt mutatja, hogy ha egy
szimmetrikus kétszemélyes jatékban tudunk szimmetrikus Nash-egyensulyt taldlni, akkor tetszoleges
kétszemélyes jatékban is tudunk.

2.30. lemma. Tegyiik fel, hogy egy kétszemélyes jaték nyereségmdtrizai, A1 és As csupa pozitivak.
Vegyiik azt a kétszemélyes szimmetrikus jatékot, melyben a nyereségmdtrizok C € RUm)x(m+m) jiletye

CT, ahol
0 A
(i o)
Legyen ebben (,7) egy szimmetrikus Nash-egyensily, ahol T = (11, 72) felbontdsban 11 az elsé n, To

pedig az utolso m komponenst jeloli. Legyen a T1-beli komponensek osszege ¢, a To-belieké 1 — c. Ekkor

az eredeti jdtékban (o1,02) = (%, ;) egy kevert Nash-egyensiily.
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Bizonyitas. El6szor be kell latnunk, hogy 0 < ¢ < 1. Jelolje a stratégiakat ay, ..., an, b1, ..., by. Tegyik
fel el6szor, hogy ¢ = 0, vagyis 71 = 0. Ekkor az els6 jatékosnak tetszOleges a; tiszta stratégidra a
nyeresége pozitiv (mivel A; minden eleme pozitiv), egy tetszbleges b;-re viszont 0. Vagyis 7 tartéjaban
nem a legjobb tiszta véalaszok szerepelnek, ellentmondasban a lemmaéval. A jatékosok szerepének
felcserélésével kovetkezik ¢ < 1 is.

Ha 71(a;) > 0, akkor a;-nek legjobb tiszta vélasznak kell lennie 7-ra, tehat Aj7o-t az i. sornak
maximalizalnia kell. Ebbol kovetkezik, hogy az eredeti jatékban is a; legjobb tiszta valasz os-re.
Ugyanigy lathaté, hogy ha m(b;) > 0 akkor b; is legjobb tiszta valasz oq-re, amibdl ismét a
lemma alapjan készen vagyunk. O

A kovetkezdkben bemutatott Lemke-Howson algoritmus tetszéleges szimmetrikus kétszemélyes
jatékban keres szimmetrikus Nash-egyensilyt. Az algoritmus véges lesz ugyan, de sajnos nem polino-
midlis futasideji.

Legyen A az els6 jatékos kifizetési matrixa (n x n-es). A abra szemlélteti az algoritmus menetét
az alabbi matrixszal:

2 2
A=13 0
0 3

S O N

Ismét feltehetjiik, hogy A minden eleme szigorian pozitiv. Vegyiink egy z kevert stratégiat (azaz
Y x; =1,z > 0.) Legyen « az Az vektor maximaélis értéke. Ha a mésodik jatékos x stratégiat véalasztja,
akkor az els6 jatékos legjobb tiszta vélaszai azon i indexekhez tartoznak, melyekre (Ax); = a. Ennek
megfeleléen x pontosan akkor szimmetrikus Nash-egyensiily, ha az alabbi feltétel teljesiil:

x; = 0 vagy (Ax); = « teljesill minden i = 1,...n-re. (4)

Legyen P = {z € R" : Az < 1,z > 0}. Ez egy korldtos poliéder (politép) lesz, melynek 0 egy
csticsa. Minden csucsédban legalabb n egyenloség kell teljesiiljon; egy z csticshoz mondjuk azt, hogy
az i index reprezentdlva van, ha z; = 0 és (Az); = 1 koziil legaldbb az egyik fennéll. Ha mindkettd
teljesiil, akkor ¢ duplan van reprezentalva.

€2
13
123
12 i
xs3 / T1
12 123
13. abra
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2.31. allitas. Ha z olyan csucs, amelynél minden 1 < i < n reprezentdlva van, és z # 0, akkor

T = ZZ~ — szimmetrikus Nash-egyensily.

Az allitas rogton kovetkezik abbdl, hogy teljestl x-re. Célunk tehat egyetlen, a 0-t6l kiillonb6z6
olyan csucsot taldlni, amelynél minden stratégia reprezentalva van. Az egyszeriiség kedvéért feltessziik,
hogy P nem degeneralt. Ez azt jelenti, hogy minden cstics pontosan n feltételt teljesit egyenlGséggel.
(Pl. az oktéder degeneralt, a dodekaéder nem az.) A feltételeket egy nagyon kicsit médositva, pl. a
matrix minden eleméhez egy kicsi véletlen szamot adva tetszoleges poliédert ilyenné tehetiink ugy,
hogy a médositott probléma egy Nash-egyenstilya az eredetiben is Nash-egyensiily legyen.

P élei ekkor azok a halmazok, melyek n — 1 feltételt teljesitenek egyenléséggel. Minden élre két
cstcs illeszkedik, ezeket szomszédosaknak nevezziik. Legyen F, a z cstcsndl egyenloséggel teljesiilo
feltételek halmaza. A z csticsnak az f € F, feltétel szerinti szomszédja a 2’ cstcs, ha F,NF,, = F, — f.

Legyen most Zj azon csicsok halmaza, melyeknél minden index reprezentédlva van, Z pedig azoké,
melyekre az elsé n — 1 index reprezentdlva van. Vilagos, hogy 0 € Zy C Z. Mivel a poliéder nem
degeneralt, a Z — Zy-beli csticsoknal pontosan egy index van duplan reprezentalva.

Legyen zyp = 0, és vegyiikk zg-nak az x, > 0 feltétel szerinti z; szomszédjat. Ha z; € Zjy, akkor
készen vagyunk; egyébként van egy egyértelmii duplan reprezentdlt i index. Az (Ax); < 1 feltétel
szerinti szomszédja zg; az x; > 0 feltétel szerinti szomszédja viszont egy ettdl kiilonbozd zs.

fgy tovabb, ha az altalanos lépésben z; € Zj, akkor befejezziik az eljarast. Ha z; € Z — Zj, akkor
van egy egyértelmii dupldn reprezentalt ¢ index. Ekkor az x; > 0 és (Az); < 1 feltételek szerinti egyik
szomszédja z;_1, a mésik pedig egy ettdl kiilonboz6 ziy1. Azt dllitjuk, hogy 2,41 kiilénbozik az eddigi
20, - - - , 2¢ csucsoktél. Ebbol kovetkezik, hogy ez az eljaras véges sok 1épésben véget kell érjen, ami azt
jelenti, hogy taldlunk egy 0-tél kiilonb6z6 Zy-beli cstcsot.

Tegyiik fel indirekten, hogy 241 = 2j, h < t az elsé ismétlédés. Ekkor z;41 a zp-ban dupldn
reprezentalt indexhez tartozo egyik feltétel szerinti szomszédja volna. Azonban zj_; és 2,41 mar két
ilyen szomszéd volt (illetve ha h = 0, akkor z; volt az egyetlen ilyen szomszéd).

2.8. Korrelalt egyensuly

A héja-galamb jatékban hdrom kevert Nash-egyensily létezik: a két tiszta egyensilyban ellentétes
stratégiat valasztanak, a harmadik kevert Nash-egyensulyban pedig mindketten % valoszintiséggel
valasztanak a két stratégia kozt. A két tiszta egyensilyban a galamb egyértelmiien rosszabbul jar, ez
tehat az egyik jatékossal szemben igazsagtalannak tekintheto. Nézziik a kevert egyensilyt; ebben az

egyes kimenetelek valdszintisége:

Héja Galamb
Héja 1/4 1/4
Galamb | 1/4 1/4

Ekkor mindkettejiik varhat6 nyeresége i(l + 44 3) = 2 lesz — az egyenstly igazsdgos ugyan, de
mindketten lényegesen rosszabbul jarnak, mintha 6k lennének a tiszta stratégiavalasztasban a héjak.
Vegylik ezzel szemben a kimenetelek kévetkezd eloszlasat:

Héja Galamb
Héja 0 1/2
Galamb | 1/2 0

Ez nemcsak hogy nem felel meg Nash-egyensulynak, de nincsenek is olyan kevert stratégidk, ame-
lyek ezt az eloszlast indukalndk (egy o kevert stratégiavalasztds altal indukalt ¢ eloszlas az, amire
q(s) = [\, oi(si)). Mégis, bizonyos értelemben racionalis kimenetelnek tekinthetd: tegyiik fel, hogy
egy fiiggetlen harmadik szereplé6 — nevezziik jatékvezetOnek — e szerint az eloszlas szerint valasztja
a két kimenetel egyikét, és azt javasolja a jatékosoknak. A gydva nyul narrativiban gondolkodva,
ez egy kozlekedési lampéanak felel meg, amelyik az egyik irdnyban pirosat, a masikban zoldet mutat.
A jatékosokat nem kényszeritjiik arra, hogy elfogadjak a javaslatot. Ez szamukra még racionalisnak
tlnik: ha ugyanis tudjuk, hogy a mésiknak épp az ellentétes viselkedés lett javasolva, és feltessziik,
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hogy 6 elfogadja, akkor rosszabbul jarunk, ha mi eltériink a javaslattol. Ekkor mindkét jatékos varhato
nyeresége 2.5, magasabb, mint a kevert Nash-egyensily esetén volt.

A korreldlt egyensily fogalmdt Aumann vezette be ehhez hasonld szitudcidk altaldnos leirdsara.
Tegyiik fel, hogy adott a kimenetelek S halmazin egy q(s) valésziniiségi eloszlds: > gq(s) = 1. A
jatékvezetd ezen eloszlas szerint vélaszt egy s = (si1,...,S,) kimenetelt. Az i. jatékosnak javaslatot
tesz az s; stratégia haszndlatara (de nem arulja el neki a teljes s-t, vagyis a tobbi jatékosnak javasolt
stratégidkat). Az Gsszes jatékos szamadra ismert azonban a g eloszlés.

q akkor van korrelalt egyensilyban, ha ezen informéciék alapjan mindegyik 4. jatékosnak
érdemes elfogadni a javaslatot. Annak ismeretében, hogy a szdmara javasolt stratégia s; volt,

q(sia t—z)
Zwﬂ.gsﬂ. q(si, w_;)

ds, (t*i) =

a feltételes valdsziniisége annak, hogy a tobbiek szamdara a t_; € S_; javaslat lett téve. Vagyis s;-t
valasztva a varhat6 haszna
Z ui(si,67) - qs; (t—i).

t_;€S_;

Ez legalabb olyan j6 kell legyen, mint tetszéleges masik z € S;, azaz

D as(toiw) - (siti) > Y gs(boi) - ui(z,t).

t_;€5 t_,€58_;

Atrendezve és Zwﬂ_e S q(s;, w_;)-vel beszorozva azt kapjuk, hogy ¢ pontosan akkor korrelalt egyenstily,
ha minden 7 jatékosra, minden s;, z € S; stratégidira

Z (ui(si,t_i) — ui(z,t_i)) . q(si,t_i) > 0. (5)

t_;eS_;

Vegylik észre, hogy ezek a feltételek, azzal egytitt, hogy ¢ valdsziniiségi eloszlas kell legyen, mind
linearis egyenlOtlenségek, tehat a korrelalt egyensulyok linedris egyenlétlenségekkel leirt poliédert al-
kotnak. Ezért hatékonyan tudunk korreldlt egyensulyt talalni, s6t, kiillonboz6 linearis célfiiggvényekre
nézve legjobbat is, példaul olyat, aminél a jatékosok varhatd nyereségének Osszege maximalis. Ezt a
modszert alkalmazva lathaté az alabbi tétel:

2.32. tétel. Tetszbleges véges jdtékban a (bdarmilyen linedris célfiggvény szerinti) legjobb korreldlt
egyensiuly meghatdrozdsa linedris programozds segitségével megtaldlhato.

Példaként hatarozzuk meg a héja-galamb jatékra a legjobb korrelalt egyensulyt abban az értelemben,
hogy a jatékosok varhaté nyereségének Osszege maximalis legyen! A egyenlGtlenségek a kovetkezok :

(0— 1)g(11) + (4 — 3)g(12) = 0
(1—0)g(21) + (3 — 4)g(22) = 0
(0 - 1)g(11) + (4 — 3)g(21) > 0
(1-0)g(12) + (3 — 4)g(22) > 0

o
|
W

L=
[\]
]

Tudjuk tovabba, hogy a négy érték nemnegativ és Osszegiik 1:
q(11) + q(12) + ¢(21) + ¢(22) = 1.
A varhato nyereségek Osszege a
(0+0)q(11) + (44 1)q(12) + (1 +4)q(21) + (3 + 3)q(22),

linedris célfiiggvény. Az optimalis megoldds ¢(12) = ¢(21) = q(22) = £ lesz, vagyis:
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Héja Galamb
Héja 0 1/3
Galamb | 1/3 1/3

Ez annak felel meg, hogy a kozlekedési lampa az esetek harmadéaban pirosat mutat ; mindkét jatékos
varhato nyeresége %.

Legyen most o = (01,...,0,) € A egy kevert stratégiavalasztds! Tekintsiik a ¢(s) = Ilo;(s;)
eloszlast! Ekkor gs,(t—;) = ILj;05(t;), vagyis a feltételes valdszintiség fiiggetlen s; valasztdsatol. Ezt
hasznalva, a egyenl6tlenség épp azzal ekvivalens, hogy s; legjobb tiszta valasz o_;-re. Mivel ennek
minden i-re és minden olyan s;-re teljesiilnie kell, amelyre o;(s;) > 0, ezért a lemma alapjan o
kevert Nash-egyensily. Vagyis a korrelalt egyensily altalanositja a kevert Nash-egyensily fogalmat,
de mint a fenti példan lattuk, bovebb is lehet néla.
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3. Mechanizmustervezés

A mechanizmustervezésben konkrét jatékok elemzése helyett célunk azok megkonstrualdsa: valami-
lyen piaci vagy politikai szitudciéban szeretnénk igazsagos elosztasi vagy dontési eljarasokat létrehozni.

Egy egyszert példa a pizzaszeletelés: egy tobbféle feltétes pizzat szeretne két ember igazsiagosan
elosztani. A feltéteket illetéen izléseik kiilonbozdek lehetnek. A kozismert osztozkoddsi szabély szerint
el6szor az egyikiik két részre osztja a pizzat, a masik pedig kivalasztja a két szelet koziil az egyiket.

A preferencidk mindkettejiik szdméra egy-egy mértéket (az Analizisben hasznélt értelemben) hata-
roznak meg a pizzan. Példaul lehet, hogy valakinek a zelleres feltét kétszer jobban izlik, mint a brok-
kolis, ezért egy szelet a zelleres részbdl szaméra egy kétszer akkora brokkolissal egyenértékii, a mésik
jatékosnél viszont éppen forditott a helyzet. A fenti osztozkodési szabaly mindkettejiik szdméra ga-
rantalja, hogy a sajat mértékiik szerint legalabb a felét megkaphatjdk: az oszté a sajat preferencidjanak
megfeleloen két egyenlo részre vagva tudja ezt garantalni, a valaszto jatékos pedig a sajat mértékének
megfeleléen a nagyobbik (nem kisebbik) darabot vélasztva.

Mi a helyzet tobb jatékos esetén? Tegyiik fel, hogy az n jatékos mindegyikének van egy kiilonbo6zo
mértéke a P pizzan, ezek p1,..., . Akkor definidljuk igazsdgosnak a mechanizmust, ha mindegyik
jatékos szaméra garantalhatd, hogy a végén neki juté A; darabra u;(A4;) > pi(P)/n, vagyis a sajét
mértéke szerint legalabb az n-ed részt kapja, még akkor is, ha az Osszes tObbi jatékos Osszefogna
ellene. Feltessziik (az el6bb mar impliciten hasznalt) oszthatdsdgi tulajdonsagot: ha egy jatékos elott
tetszbleges T' C P darab fekszik, és 0 < a < 1 tetszéleges raciondlis szdm, akkor fel tudja osztani T-t
T és Ty részekre, hogy ui(Th) = ap(T), pi(1T2) = (1 — a)ui(T).

Indukciéval definidlhatunk igazsigos mechanizmust. Tegyiik fel, hogy n — 1 részre mar tudunk
igazsdgosan osztani. Osszuk hat igy el az elsé n — 1 jatékos kozott. Ezutdn mindegyik jatékos ossza fel
n részre a sajat darabjat. Az n. jatékos az Gsszes tobbi jatékos n darabja koziil vélasszon egyet-egyet.

3.1. allitas. A fenti mechanizmus n jdtékos szdmdra igazsdgos.

Bizonyitds. Legyen By, ..., B,_1 az indukci6 szerint kapott daraboléds. Elészor lassuk be, hogy az n.
jatékos szamara igazsdgos. Mindegyik B; n darabra van osztva, ezek kozil a p,, szerinti legnagyobb
darabot valasztva mindegyiknek legaldbb az %—ed része jut, ami a teljes pizzanak legaldbb az n-ed
részét jelenti tehat. Az i < n jatékosnak az indukcié szerint garantaltuk, hogy p;(B;) > pi(P)/(n—1).
Ha 6 a sajat darabjat u; szerint n egyenl$ részre osztja, akkor ennek ”T_l—ed része megmarad, vagyis
Osszesen legaldabb p;(P)/n mértéki darab jut. O

A mechanizmustervezésben altaldban egy kozosségi dontést keresiink: adott lehetséges kime-
netelek egy halmaza (az el6bbi esetben a pizza Osszes lehetséges daraboldsai). Egy csoport minden
tagjanak vannak (csak szdmdra ismert) preferencidi vagy értékelési fliggvénye az alternativdkon. Va-
lamilyen meghatdrozott eljaras keretében sajat preferencidik alapjan dontéseket hoznak. Célunk egy
olyan eljaras tervezése, amely bizonyos szempontok szerint igazsdgosnak tekintheto. Egy fontos spe-
cidlis eset a kovetkezo fejezetben targyalt szavazas.

3.1. Politikai valasztasok

Amennyiben két lehetséges alternativa koziil kell vélasztani, kézenfekvé dontési mechanizmus a
tobbségi szavazas. Lathaté rdadédsul, hogy ez az egyediili igazan igazsagosnak tekintheté modszer.
Kérdés, hogy mi a helyzet, ha hiarom lehetséges kimenetel koziil kell donteni? A tobbségi szavazas
természetes dltalanositasa a listas szavazas: a lehetséges jeloltek koziil mindenki egyet valaszthat, és
a legtobb szavazatot kapd jelolt nyeri a valasztast.

Tekintsiik a kovetkez6 szitudciot. Harom jelolt, a, b és ¢ kozil a szavazok 45%-anak preferencia-
sorrendje a,b, ¢, 30% preferenciasorrendje b, ¢, a, 25%-nak pedig c¢,b,a. A tobbségi szavazds alapjdn
ekkor a fog nyerni a szavazatok 45%-aval. Vegyiik azonban észre, hogy a szavazdk 55%-a szdméra a
valdjdban a hiarom koziil a legrosszabb véalasztds: a tobbség tehdt jobban oriilne, ha b vagy ¢ nyerne.
Ha példaul a 25%-os csoport a sajat kedvenc jeloltje, ¢ helyett atszavazna b-re, akkor 6t ki is tudnak
hozni gy&ztesnek. Ezt a jelenséget nevezziik taktikai manipulalhatésagnak. A probléma ezzel, hogy
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a szavazok valédi véleménye helyett ,,azt gondolom, hogy a tobbiek ugy gondoljak, hogy én azt gondo-
lom hogy 6k azt gondoljak stb.” tipusu kezelhetetlen okoskodasok eredményét kapjuk, amit példaul a
kozvéleménykutatasok eredménye igen erdsen torzithat. (Hasonld jelenség, ha valaki azért nem szavaz
a szamara legszimpatikusabb partra, mert fél hogy az nem éri el az 5 szazalékos parlamenti kiisz6bot,
és ezért az 6 szavazata ,karba veszne”.)

A tobbségi szavazas javitasat célozza a Borda-pontozas: legyen k jeloltink. Minden szavazd sor-
rendbe &llitja a jelolteket, az els§ helyezett k, a mdasodik k — 1, a legutolsé pedig 1 pontot kap. A
fenti preferencidk mellett, 100 szavazd esetén a 190, b 230, ¢ pedig 180 pontot kapna, vagyis b jonne
ki gy6ztesnek.

3.2. feladat. Készitsiink Borda-pontozds esetében példdt taktikai manipuldlhatdsdgra, vagyis mutas-
sunk olyan esetet, amikor bizonyos szavazok a sajdt valos preferenciasorrendjeiktdl eltérd modon sza-
vazva maguk szamdra kedvezdbb eredményt tudndnak kikényszeritens.

Itt és a kovetkezékben <-t rendezésnek nevezziik egy A halmazon, ha dichotém (vagyis minden
x,y € A-ra vagy x < y és y < x kozill pontosan az egyik &ll fenn), irreflexiv (vagyis z < =z
nem teljesiil) és tranzitiv (vagyis * < y és y < z esetén x < z). Feltessziik, hogy minden szavazé
preferencidit egy-egy rendezés adja meg a jeloltek halmazan.

A tobbségi szavazat egy masik, preferencidkra vonatkozd altaldnositdsa az alabbi lenne. Minden
szavazo megadja a sajat preferenciasorrendjét. Az z,y € A jeldltek sorrendjét a kozds dontésben asze-
rint hatarozzuk meg, hogy melyikiiket részesitette a szavazdk tobbsége elényben a masikkal szemben.
Condorcet marki 1785-ben adott példdja rdmutat arra, hogy ez a mddszer nem miikddhet. Tegyiik
fel ugyanis, hogy hdrom jelolt van: A = {a,b,c}. Legyen a szavazdk szdma is harom, a kovetkez6
preferenciakkal :

(i) a»1b = 1c,
(i) b= 9c > 20,
(i) Cc > 3a > 3b,

ahol < ; az i. szavazé rendezése A-n. Tobbségi szavazdst alkalmazva, a-t el6bbre kell rangsoroljuk
b-nél, hiszen a harombdl ketten elébbre helyezték. Ugyanigy viszont b-t elébb kell tenniink c-nél, c-t
pedig a-nal, tehat végill az a < b < ¢ < a ellentmondésos sorrendhez jutnank.

A tobbségi szavazason és a Borda-pontozdson kiviil szamos mas véalasztasi rendszer is elképzelhetd,
mint pl. a kétfordulés vélasztds, ahol a masodik forduléba az els6 forduléban legtobb szavazatot eléro
két jelolt jut tovabb. Ennél a mddszernél is kimutathaté azonban a taktikai manipuldlhatdsag. A
fejezet f6 eredménye az lesz, hogy ez a jelenség altaldban véve kikiiszobolhetetlen.

Az Arrow-tétel

Megadunk egy formédlis modellt. Legyen A az alternativdak halmaza, és legyen L az A-n megadhaté
Osszes lehetséges rendezés. Adott n szavazo, az i. szavazd preferencidit az < ; € L rendezés irjale: a > ;b
hogyha el6bbre rangsorolja a-t b-nél. Az F : L™ — L fiiggvényt kozjoléti fliggvénynek nevezziik:
ez az n szavazod sorrendjébol alakit ki egy , konszenzusos” sorrendet. Az f : L™ — A fiiggvény pedig
voksolasi fiiggvény, ez a sorrendek alapjan egyetlen jeloltet valaszt ki.

Az n szavazo altal adott sorrendekbél all6 m = (< 1,..., < ,)-t egy valasztasi profilnak nevezziik.
Azt mondjuk, hogy az a,b € A lehetdségeket a m és 7' = (< },..., <) profilok azonosan rendezik,
ha minden i-re a < ;b < a < b.

A kozjéléti figgvénnyel kapcsolatban természetes elvardsnak tekinthetéek az alabbi tulajdonsdgok.

(E) F egyhangn, ha tetszéleges <€ L-re F(<,<,...,<) ==<. Vagyis ha mindenki ugyanazt a
sorrendet valasztja, akkor ez legyen a konszenzus is.

(L) F fiiggetlen a lényegtelen alternativaktdl, ha tetszéleges a, b € A alternativa kozos sorrendje
csak attol fiigg, hogy az egyes szavazokndl mi volt a és b sorrendje. Azaz ha a 7 és 7’ profilok
azonosan rendezik a-t és b-t, akkor a < b < a <'b, ahol <= F(7) és <’ = F(m).
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(D) Az i. szavazét diktatornak nevezziik F-re nézve, ha mindig az 6 sorrendje lesz a kozos dontés,
vagyis tetszéleges m = (< 1,...,< p) sorrendekre F(m) =< ;. Ha van ilyen i, akkor F-et
diktaturanak nevezziik, egyébként pedig diktator-mentesnek.

Ha Gsszesen két alternativa van, akkor konnyen lathaté hogy a tobbségi szavazasra mindegyik feltétel
teljesiil. Arrow klasszikus lehetetlenségi eredménye azonban kimondja, hogy tobb alternativa esetén
nem lehet Oket egyszerre kielégiteni.

3.3. tétel (Arrow, 1951). Legaldbb hdrom wvdlasztdsi lehetéség (|A| > 3) esetén ha egy kozjoléti
figgvény egyhangi és fiiggetlen a lényegtelen alternativdktol, akkor diktatira.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy F' egyhangu és fliggetlen a lényegtelen alternativaktél, vagyis rendelkezik
az (E) és (L) tulajdonsdgokkal. Vegyiik észre, hogy ezekbdl egybdl kovetkezik az aldbbi

(E’) Ha valamely a,b € A-ra a > ;b minden i-re és <= F(< 1,<2,...,<,), akkor a > b.

3.4. allitds. Ha valamely b alternativa m = (< 1,...,=< n)-re minden < ; sorrendben vagy a legelsd
vagy a legutolsd, akkor a <= F(m) sorrendet tekintve is vagy a legelsd, vagy a legutolsd.

Bizonyitds. Indirekten tegyiik fel, hogy a = b = ¢ valamely a,c € A-ra. Legyen 7’ az a vélasztasi profil,
amit ugy kapunk 7-bol, hogy mindegyik sorrendben a-t kozvetleniil ¢ mogé helyezziik. Mivel minden
< j-re b a legelsé vagy legutolsd, ezért m és 7’ azonosan rendezi a-t és b-t, illetve b-t és c-t. Ezért (L)
alapjan a > b és b > c. Ugyanakkor ¢ > a is teljesiil (E’) miatt, ellentmondés. O

Vegyiink most egy tetszéleges m profilt és egy b € A jelltet. Ebbél hozzuk létre a 77, j =0,...,n
profilokat az aldbbi médon. m/-ben i < j esetén b-t < ;-ben a legelsd helyre hozzuk elére, i > j esetén
pedig a legutolséra. (E’) miatt az F(7°) sorrendben b a legutolsé, F(7™)-ben pedig a legels6 lesz. Az
el6z6 allitas miatt b minden F(77)-ben vagy elsd, vagy utolsé. Legyen £ a legkisebb olyan index, amire
b a legelsé F(n%)-ban. Vagyis amikor az /. szavazé az utolsé helyrdl az elsére viszi el6re b-t, akkor a
kozos dontésben is ugyanez jatszddik le. Belatjuk, hogy 6 diktator.

3.5. allitas. Tetszdleges ©' = (< ,...,< ") profilra és a,c # b-re az F(n') kiézés dontésben a és c
sorrendje ugyanaz, mint < -ben.

Bizonyitds. A szimmetria miatt feltehetjik, hogy a > jc. Médositsuk n'-t 7”-re gy, hogy i < f-re
b-t a legutolsé, ¢ > f-re a legels6 helyre tessziik < [-ben, < j-ben pedig helyezziik b-t kozvetleniil a
mogé (vagyis a > b > jc). Legyen <" = F(n"). Vegyiik észre, hogy a és b ugyanigy van rendezve
7-ben mint 7~ -ben, ezért (L) miatt a > "b, mivel b a legutolsé volt F(m*~1)-ben. Hasonléan, b és
c ugyantgy van rendezve 7”-ben mint 7‘-ben, ezért b = "c. A tranzitivitds miatt a > "c. Mivel a és c
ugyanigy van rendezve n’-ben és 7”’-ben, ezért ismét (L) miatt a > ‘c. &

3.6. allitas. Tetszdleges ©' = (<,...,< 1) profilra és a # b-re a kézés dontésben a és b sorrendje

ugyanaz, mint < -ben.

Bizonyitas. Vélasszunk egy tetszéleges d # a, b-t. Ugyanazzal a konstrukciéval (b helyett d-vel) meg-
hatarozhatunk egy 1 indexet, amire igaz az, hogy minden 7'-re a és b sorrendje F(r')-ben ugyanaz,
mint =<5 ' -nél. Azt kell csupan beldtnunk, hogy ¢ = £. Tegyiik fel, hogy ¢ £ (, és tekintsik a 761 és

wt Sorrendeket. Ezekben a és b sorrendje a £. valaszténal ugyanaz, F(nf~1)-ben és F(n!)-ben viszont

kiilonb6z6, ami ellentmondas. &

Belattuk tehdt, hogy az £. valaszt6 diktator. Vilagos az is, hogy nem lehet két kiillonbo6z6 diktator. [J
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A Gibbard-Satterthwaite tétel

Eddig kozjoéléti fliggvényeket vizsgdltunk; most hasonlé lehetetlenségi eredményt mutatunk vok-
solasi fliggvényekre is. Legyen f egy voksolasi fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f taktikailag mani-
pulalhaté, ha van olyan 1 < i < n, 7 = (< 1,...,< ,) valasztdsi profil és < € L rendezés, hogy
= (<1,...,< ... < p)rea < ;d, ahol a = f(w) és o’ = f(n'). Ez azt jelenti, hogy az i. sza-
vazé a gybztes a-val szemben elényben részesiti az a’-t, és el tudja érni o’ megvélasztasit gy, hogy
a (valés) < ; preferencidi helyett egy mdsik < /-t k6zol. Azt mondjuk, hogy f taktikdzasbiztos, ha
nem manipulalhaté taktikailag.

Egy hasonlé — valgjaban azonos — fogalom: az f voksolasi fliggvény monoton, ha — az el6z6
definicié jeloléseit haszndlva — a # a’-bél kovetkezik hogy a' < ja és a < La'. Vagyis ha az i. szavazé
szavazatdval médositani tudja a-rél a’-re a gy&ztest, akkor ehhez sajit sorrendjében az a’ és a kozti
rendezésnek meg kell fordulnia.

3.7. allitas. Az f voksfliggvény pontosan akkor monoton, ha taktikdzdsbiztos.

Bizonyitas. Vilagos, hogy ha monoton, akkor taktikdzasbiztos. Megforditva, tegyiik fel, hogy nem
monoton; beldtjuk, hogy manipuldlhat6. Ha nem monoton, akkor a = f(7) és a’ = f(n'), a # d
esetén vagy a’ > ;a vagy a > a’. Az els6 esetben manipuldlhaté az eredeti jelolésekkel. A mésodik
esetben forditva, az 7. valaszt6 Ggy tud manipuldlni, ha > [-rél véltoztatja > ;-re a szavazatét. O

Egy f voksfiiggvényre az i. szavazét diktatornak nevezziik, ha tetszéleges m = (< 1,...,< )
véalasztédsi profil esetén f(7) az i. sorrend szerinti legelsé jelolt lesz. f diktatira, ha van diktator.

3.8. tétel (Gibbard 1973, Satterthwaite 1975). Ha f taktikdzdsbiztos szirjektiv voksfiggvény és
|A| > 3, akkor f diktatira.

Ha |A| = 2, akkor a tobbségi szavazés taktikdzasbiztos. Szintén sziikséges feltétel, hogy f sziirjektiv
(vagyis mindegyik alternativa szerepel a lehetséges gy6ztesek kozt): az is taktikdzésbiztos ugyanis,
hogy egy rogzitett a € A-ra f(7) = a minden 7 esetén. A tételt a tételre fogjuk visszavezetni.

Bevezetiink egy 1j jelolést: egy S C A halmazra és <€ L rendezésre legyen < ° az a rendezés,
hogy S elemeit elére hozzuk. Vagyis a,b € S illetve a,b ¢ S esetekben a < Sb < a < b, ha pedig
a€S,b¢ S, akkor a b Egy 7= (<1,...,< n) valasztési profilra legyen 7% = (< {,...,<3).

Az f voksfiggvény segitségével definidlunk egy F' kozjoléti fliggvényt. A 7 vélasztasi profilra
F(m) ==-et a kivetkez6 médon definidljuk: a < b pontosan akkor, ha f(x{®t}) =b.

A tétel bizonyitdsa az aldbbi két lemmdbdl kovetkezik:

3.9. lemma. Ha f toktikdzdsbiztos sziirjektiv voksfiigguény, akkor F eqy kozjoléti figguény.
Bizonyitas. Sziikségiink lesz az aldbbi allitasra.
3.10. allitas. Tetszbleges ™ = (< 1,..., < n) vdlasztdsi profilra f(m°) € S.

Bizonyitds. Legyen a € S tetszbleges. Mivel f sziirjektiv, ezért létezik olyan 7’ = (< |,...,< 1)
vélasztdsi profil, amelyre f(7') = a. Cseréljiik ki els6 1épésben < [-et < f -re, utdna < 5t < g -re, stb.
Azt allitjuk, hogy mindegyik lépésben f(n') € S, amibél kivetkezik az 4llitds, hiszen végiil 7°-hez
jutunk.

Indirekten tegyiik fel, hogy amikor < /-t < ?-re valtoztatjuk, akkor f(7') = b ¢ S-re véltozik, és i
a legkisebb ilyen index. Ez azonban ellentmond a monotonicitasnak, hiszen b < f a. &

Azt kell belatnunk, hogy minden 7 = (< 1,...,< ,)-re az f-bél definidlt <= F(7) egy rendezést
ad, vagyis dichotém és tranzitiv. Az dichotémia kovetkezik abbdl, hogy f(wi%}) € {a,b}. A tranziti-
vitashoz tegyiik fel indirekten, hogy a < b < ¢ < a; legyen S = {a, b, c}. Mivel f(7°) € S, a szimmetria
miatt feltehetjilk hogy F(7°) = a. Azt allitjuk, hogy ekkor a > b, ami ellentmonddst ad. Valéban, a
75 vélasztési profil elemeit egyenként cseréljiik le 7{®} elemeire. A montonicitdsbél ismét kovetkezik,
hogy minden egyes csere utan f értéke a marad. O
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3.11. lemma. Ha f diktatormentes taktikdzdsbiztos szirjektiv voksfiggvény, akkor F egyhangi, a
lényegtelen alternativdktol fiiggetlen és diktdatormentes kézjoléti fliggvény.

Bizonyitds. Az egyhanguséghoz legyen m = (<, ..., <). Tegyiik fel, hogy a < b; azt kell belatni, hogy
f(mtob}y = b, Bz kovetkezik abbdl, hogy wiobh = (77{“ bhla}, és a allitas alapJan f(rte b}){“} =a.
(L)-hez legyen a,b € A, m = (< 1,..., <) és 7' = (<],...,< 1) olyan, hogy a < ;b < a < b. Azt

kell igazolni, hogy f(m{®t}) = f(x{®b}) Ismét egyenként véltoztassuk meg a < ;-{a’b}

Ha,b ’ T c el
=< Z-{ ' }—re, és hasznaljuk a monotonicitast.
Végil, ha az i. szavazd diktator lenne F-re nézve, akkor konnyen lathatéan f-re nézve is az volna.

preferenciakat

O

Ezzel a tétel bizonyitdsa befejez6dott, hiszan a tétel éppen azt mondja ki, hogy |A| > 3
esetén nem létezhet ilyen kozjéléti fiiggvény.

3.2. Pénzalapi mechanizmustervezés

Az el6z6 fejezetben a jatékosok (vélasztok) a kiilonbozo alternativak kozt egy sorrendet dllapithattak
meg. Ez azonban nem tudja kifejezni azt, hogy ,,mennyivel” részesitik inkabb elényben egyik vagy
masik lehetoséget; vagy esetleg mindegy nekik, melyik valésul meg. Kévetkezé modelliinkben nem
sorrend fog szerepelni, hanem minden lehet6ség megvalésulasa valamilyen pénzben kifejezhet6é hasz-
not fog jelenteni. Kezdjiik egy példdaval, amiben egy aukcio lebonyolitdasa a feladat.

Vickrey-arverések

Egy értékes targyat szeretnénk elarverezni. n érdeklodé van, ezek koziil pontosan az egyik kaphatja
meg. Mindenki egyidejlileg, lezart boritékban tehet arajanlatot, ezek alapjan dontjiik el, kinek és
mennyiért adjuk oda. Az i. jatékos szamara w; € R forintot ér; ha 6 kapja meg t forintért, akkor a
haszna w; — t (ami negativ is lehet); ha valaki més kapja, akkor nulla a haszna. A w; értéket csak az
i. jatékos ismeri; tehat a jaték nem is teljes informécids. Vegyiik észre, hogy ez a jaték rdaddsul nem
is véges, hiszen S; = R mindegyik jatékosnal.

Két arverési mechanizmust vizsgalunk ; mindkettében a legtébbet igér6 jatékos kapja meg a targyat.
(Ha t6bb ilyen van, akkor pl. az ABC-ben utolsé nyer.) A legmagasabb aras valtozatban annyit
kell fizetnie, amennyit licitdlt; a masodik aras vagy mas néven Vickrey-arverésben pedig a masodik
legnagyobb licit értékét kell kifizetnie.

Minden jatékos stratégidja a licit értékével jellemezhetd, azaz S; = R (vagy Z, ha csak egész értéket
lehet mondani). Ha t > w;, akkor a w; licit mindkét esetben domindlja a ¢ licitet. A legmagasabb aras
valtozatban érdemes lehet w;-nél kisebb szamot mondani, hiszen ha mi nyeriink, akkor az a cél, hogy
minél kevesebbel mondjunk tébbet, mint a masodik legjobb licit. Mivel azonban nem ismerjiik a tobbi
licitet, csak tippelgetni tudunk, és lehet, hogy véletlen aldmegyiink a masodiknak, igy mégsem mi
nyeriink. A kévetkezd allitds azt mutatja, hogy a méasodik aras valtozatban a valds w; értéket érdemes
licitalni, fiiggetlentil a tobbiek értékeirdl alkotott elképzeléseinktol.

3.12. allitas. A madsodik dras jatékban w; azi. jatékos eqyértelmii domindns stratégidja.

Bizonyitds. Azt mér lattuk, hogy w; dominal tetszdleges t > w; licitet. Tekintsiink most egy t < w;
licitet. Tegyiik fel, hogy a tobbi jatékos licitjei koziil z a legnagyobb érték. Ha z > w;, akkor iigysem lett
volna esélyiink nyerni, hiszen van, akinek w;-nél tébbet ér a targy. Ha w; > z > ¢, akkor w;-t licitalva
megszerezhettiik volna w; — z nyereséggel, igy pedig nem kaptuk meg. Ha ¢t > 2z, akkor ugyanigy
w; — = lesz a nyereségiink, mintha w;-t licitaltunk volna. Osszefoglalva: z értékétél fiiggetleniil mindig
legaldbb annyi lenne a nyereségiink w;-t licitalva, mint ¢-t, és van olyan szituacid, amikor kifejezetten
jobban jarunk. Vagyis w; valéban dominans stratégia. O

Az altalanos modellben az i. jatékosnak adott egy v; : A — R értékelési fliggvénye, ami azt
fejezi ki, hogy az i. lehet8ség megvalésuldsa mennyi hasznot (vagy kart) hoz az illetének. Megengedjiik
tovdbbd, hogy a mechanizmus valamennyi pénzt kérjen a jatékosoktdl (vagy adjon nekik). A jatékos

40



haszna az értékelési fliggvényének és a téle beszedett pénznek a kiilonbsége lesz. A fenti Vickrey-
arverésnél az alternativik A halmaza azonos a jatékosok halmazaval, mivel egy kimenetel annak felel
meg, hogy ki kapja meg a targyat. Ha a # i, akkor v;(a) = 0, ha pedig a = i, akkor v;(i) = w; egy
rogzitett w; > 0 értékre.

Legyen S; az . jatékos lehetséges v; értékelési fiiggvényeinek halmaza, és legyen S = 57 x Sy %
X ... % S,. Mechanizmus alatt egy M = (f,p1,...,pn) fliggvény (n+ 1)-est értiink, ahol f: S — A
egy értékelési fiiggvény, p; : S — R pedig az i. jatékos &ltal kifizetett osszeg. Tegyiik fel, hogy az i
jatékos valodi értékelési figgvénye 0; € S;. Ekkor s € S esetén az i. jatékos nyeresége

ui(s) = 0:(f(s)) — pi(s)-

Rogzitett M mechanizmus tehat egy n szereplds jatékot definidl. A stratégiak az értékelési fiiggvények:
minden jatékos nyilatkozik a sajat értékelési fiiggvényérol, és a sajat, valamint a tobbiek fiiggvényétol
fiiggd nyereségben részesiil. A valddi v; értékelési fliiggvényét csak 6 tudja; az altala mondott v; € .S;
értékelési fiiggvény ettol kiillonbozhet, a nyereségében azonban v; jelenik meg.

A Vickrey-arverésben S; = R, minden i-re, mivel minden jatékos stratégiajat egy s; pozitiv
szammal, a licitjével tudjuk egyértelmiien lefrni. Az f(s) = a arra az a. jatékosra, aki a legnagyobb s,
értéket mondja. p;(s) = 0 ha i # a, p.(s) pedig a masodik legnagyobb licit dra. (T6bb azonos legna-
gyobb licit esetén tetszélegesen, pl. egy eldre rogzitett sorrend szerint valasztunk gydztest; a nyeresége
viszont 0 lesz, mivel a masodik legnagyobb licit is ugyanannyi, mint az 6vé.)

A allitasban lattuk, hogy az i. jatékos egyértelm@i dominans stratégidja w;. Ezt altalanositva,
egy M mechanizmus taktikazasbiztos, hogyha minden jatékosnak a valédi értékelési fliggvénye do-
mindns stratégiaja. Képlettel felirva: u;(0;, v_;) > u;(v), a tobbi jatékos barmely v; (j # ¢) (mondott)
értékelési fiiggvényére (itt is v_; a v1,v9, ..., Vi1, V11, dots, v, vektort jeldli).

Ezt a jelolést kissé megvaltoztatva, ekvivalensen a kovetkezé formaban irhatjuk fel. Legyen v =
= (v1,...,v,) € S, és valamely i-re v] € S; (most v; az i val6di értékelési fliggvénye, j # i-re v; pedig
a j altal mondott). Legyen a = f(v;,v_;) és a’ = f(v}, v_;). Ekkor

vi(a) — pi(vi, v_i) > vi(a’) — pi(vj, v_y). (6)
A definicié azt fejezi ki, hogy fliggetleniil attdl, hogy egy jatékos mit tud, sejt vagy spekuldl a
tobbi jatékos értékelési fiiggvényérol, neki mindig az a legjobb valasztasa, hogy elarulja a sajat valodi
fliggvényét.
Vickrey-Clarke-Groves mechanizmusok

Az el6z6 fejezet lehetetlenségi eredményeivel ellentétesen, megadjuk taktikdzasbiztos mechanizmu-
sok egy altalanos osztalyat.

3.13. definicié. M = (f,pi1,...,pn)-t Vickrey-Clarke-Groves (VCG) mechanizmusnak ne-
vezzik, ha teljestilnek az aldbbiak.

— f(v1,...,vn) € argmaz,c 5 >, vi(a), vagyis olyan alternativdt vdlasztunk, amely mazimalizdlja a
jatékosok osszértékét.

— Legyenek hi, ..., hy, rogzitett figgvények, igy hogy h; : S—i — R (vagyis h; nem figg v;-t6l).
Ekkor minden v = (v1,...,v,) € S-re

3.14. tétel (Vickrey, Clarke, Groves, 1973). Minden VCG-mechanizmus taktikdzdsbiztos.

Bizonyitas. Belatjuk, hogy @ teljesiil; hasznéljuk az ottani v;, v}, v_;,a és a’ jeloléseket. A baloldal
értéke >, vj(a)—hi(v—i), a jobboldal pedig _; v;(a’)—hi(v_;). A definicié elsé része miatt >, vj(a) >
> 3 uya). O
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Tegyiik most fel, hogy a jatékban minden hasznossig nemnegativ: v; > 0. Azt mondjuk, hogy
a jaték veszteségmentes, ha a valddi értékelési fiiggvényt bevall jatékosoknak sosem kell tobbet
fizetni a hasznossidgukndl, vagyis p;(v) < v;(f(v)) mindig fenndll. Tovdbbi természetes kivanalom a
szubvenciémentesség, hogy a mechanizmus senkinek se fizessen pénzt, azaz p; > 0.

A Clarke-szabaly nemnegativ hasznossagok esetén a kovetkez6 h; fiiggvényt definidlja. Legyen

h(v-i) = max}_v;(b), (7)
JFi
ami azt fejezi ki, hogy mennyi az ¢. jatékos kihagyasaval elérhetd legnagyobb hasznossdg. A de-
finiciékbdl azonnal lathatd:

3.15. tétel. Nemnegativ hasznossigok esetén a Clarke-szabdllyal definialt VCG-mechanizmus vesz-
teség- és szubvenciomentes.

A fejezetben latott Vickrey-arverés éppen egy ilyen tipusi mechanizmus. Ekkor
A = {az i. jatékos nyer | 1 <i < n}.

A VCG-mechanizmus definicidjaval 6sszhangban, az az a jatékos nyer, aki a legtobbet igéri, ugyanis
a € A-ra ) vi(a) = vg(a) = wq.

Vegyiik észre, hogy ha i # a, akkor h;(v_;) = Zj# f(a) = wq, vagyis p;(v) = 0 — aki nem nyert,
annak nem is kell fizetnie. Ha pedig i = a, akkor Z#a f(a) =0, tehét p,(v_a) = he(v_a), és ez éppen
a masodik legnagyobb w; értékkel lesz egyenld.

3.16. feladat. Tegyiik fel, hogy nem egy, hanem k egyforma tdrgyat szeretnénk drverezni. Mindenki
legfeljebb egyet szeretne megszerezni. Bizonyitsuk be, hogy a Clarke-szabdllyal a VCG mechanizmus a
k legnagyobb drat igérd jatékosnak ad egy-eqy példanyt, és mindannyivknak a k + 1. legnagyobb drat
kell kifizetni!

A Clarke-szabalyndl hasznalt v; > 0 feltevés sok esetben nem all fenn. Ilyen esetekben is hasznalhat-
juk azonban a definiciét.

A forditott arverés feladatban egy szolgaltatast szeretne megvasarolni valaki. n szolgaltaté tesz
arajanlatot, ezek koziil valaszt egyet. Az i. szolgaltatd koltsége w; ; ha t dron bizzdk meg a szolgaltatas
elvégzésével, akkor a haszna t — w;, ha pedig nem 6t bizzdk meg, akkor 0. A Clarke-szabaly altal adott
mechanizmusban a legolcsébb arajanlatot kell valasztanunk, és ennek az ajanlattevonek a masodik
legkisebb arat kell kifizetni.

A kétoldalu keresekedelemben két jatékos vesz részt, a vevo és az eladd. Az eladé éltal felkindlt
targy szamaéra b, a vevl szédmdra a Osszeget ér. A jaték két lehetséges kimenetele az, hogy kdtnek
(k), vagy pedig nem kotnek iizletet (£). Uzletkités esetén tehdt a vevd nyeresége vy (k) = a, az el-
adéé vo(k) = —b. Elvarjuk azt is, hogy ha nem kotnek iizletet, akkor nincs nyereségiik vagy vesz-
teségiik: v1(€) = va(€) = 0, és nem is kell egyikiitknek sem fizetni. VCG-mechanizmusban akkor kell
az lizletkotést valasztani, ha a > b. Abbdl a feltételbdl, hogy az iizlet meg nem kotése esetén nincsen
kifizetés, kovetkezik, hogy a hy és hs fliggvények azonosan nullak. Vagyis az iizlet megkotése esetén az
eladénak a-t kell kapnia, a vevének pedig b-t fizetnie. Az egyetlen VCG mechanizmusban tehét vala-
honnan kiviilr6l a — b 6sszeggel tamogatni kell a tranzakciot, ami irredlissa teszi az alkalmazhatdsigot
ebben a szituaciéban.

Egy masik példa, ahol kiilsé tamogatasra van sziikség a k6z0sségi épitkezés esete. Tegyiik fel,
hogy egy n — 1 lakost véaros szeretne belefogni egy vallalkozdsba, példaul egy metrd vagy egy iskola
megépitése. Ennek koltsége C, és az i. lakos szdmara a hasznossaga v;. Negativ v; azt jelenti, hogy az
illet6 szamara kart okoz a létesitmény. Vegyiink hozza egy fiktiv n. jatékost, aki a kozosséget jelképeszi,
és haszna —C' ha épitkeznek, egyébként 0. A VCG mechanizmusban akkor vélasztjdk az épitkezést,
ha Z?:_ll v; > C. A Clarke-szabalyt alkalmazva épitkezés esetén az i. jatékosnak akkor kell fizetnie, ha
v; > 0,68 > i Vi < C, vagyis az 6 hasznat figyelmen kiviil hagyva méar nem érné meg épitkezni. Ekkor
pi=C=>" ki Vit kell fizetnie. Hasonléan, ha az épitkezés ellen dontenek, akkor az i. jatékosnak v; < 0
és Zj £i Vi > C esetén kell fizetnie, vagyis ha az 6 szavazataval hitsult meg az épitkezés; bilintetése
pi=>, i Vi C. Konnyen elképzelhet6 olyan szitudcié tehdt, amikor egy ember véleménye miatt sem
kell médositani a dontést; ekkor a mechanizmus szerint senkitél nem szedhetiink pénzt.
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3.3. Ijjraelosztési feladat

Tegyiik fel, hogy egy kozosség minden tagja rendelkezik valamilyen vagyontarggyal, példdul egy
hazzal. Természetesen nem mindenki elégedett a sajatjaval, és valaki masénak jobban oriilne. Preferen-
cidik azonban kiilonbozhetnek: elképzelhetd példaul, hogy két ember elégedettebbnek érezné magat,
ha hézat cserélnének. Tegytiik fel, hogy mind az n embernek az Gsszes n hdzon (koztiik a sajatjan),
adott egy teljes rendezése: j > ;k, ha az . ember jobban szeretné a j. ember hazat, mint a k-adikét.
Egy elosztds egy olyan ¢ — s; hozzdrendelés, amelyre az s; szdmok az N = {1,...,n} halmaz egy
permutacidjat alkotjak. Az Osszes permutaciok halmazat A-val jeloljik, az Osszes preferencidk hal-
mazat P-vel (|P| = |A| = nl, a két halmaz valéjdban ugyanaz). Elosztdsi mechanizmus alatt egy
f: P" — A leképezést értiink, amely a bemenetként kapott n preferenciasorrendbél megad egy el-
osztast. Feladatunk a hazak egy olyan tjraelosztdsdnak megszervezése, amit mindenki méltanyosnak
itélhet (ezt definidlni fogjuk alabb).

Szorosan ide kapcsolédd, gyakorlatban is fontos feladat a vesecsere probléma. Egyes betegeknek
veseatiiltetésre van sziikségiik. Szerencsés esetben csalddi-bardti kérben tudnak olyan donort talalni,
aki felajanlja szamukra egyik veséjét. Gyakran viszont ez a vese nem kompatibilis a beteg szerve-
zetével; kiilonb6z6 donorvesék kiilonbozé fokon lehetnek megfeleléek. A donorszervek piaci kereskedel-
me illegdlis, viszont masik donorszervre valé csere megengedett: ha két paciens részére felajanlottak
egy-egy vesét, amely szamukra nem alkalmas ugyan, de a masik részére megfelel6 lenne, akkor mind-
kettejiik hasznéra kicserélhetik ezeket a veséket. Lehetséges azonban nagyobb korok mentén is cseréket
végrehajtani. Tobb orszdgban, pl. az Egyesiilt Allamokban 1étezik orszagos vesedonor adatbazis,
amelyben az itt bemutatotthoz hasonlé algoritmussal juttatnak minél tobb beteget Uj veséhez. A
fenti hazcsere modellhez képest fontos kiilonbség, hogy nincs teljes preferenciasorrend: bizonyos vesék
egyaltalan nem alkalmasak egyes betegeknek.

A mechanizmus ,,méltdnyossiaga” alatt a taktikdzasbiztossig mellett erésebb elvarasunk is lesz.
Miel6tt erre ratérnénk, vegyiik észre, hogy a tétel nem alkalmazhaté erre a problémaéra, mivel a
preferencidk nem a kimenetek halmazan adottak. Egy jatékos szempontjabdl ugyanolyan értéki két
elosztas, amiben 6 ugyanazt a hazat kapja, fiiggetleniil attél, hogy a tobbiek koziil kinek mi jutott.
A tételhez azonban arra volt sziikség, hogy minden jatékosnak az Gsszes kimenetelen legyen egy
szigoru preferenciarendezése.

Az eddigi mechanizmusoktdl alapvetéen kiilonbozik a szitudcidé abban, hogy a tulajdonosok szaba-
don rendelkezhetnek a hazukkal, mi csak javaslatot tehetiink nekik, amit jogukban all elfogadni vagy
nem elfogadni. Ha valaki a sajatjat tartja a legjobbnak, akkor barmit is kinaljunk helyette, nem fogja
elfogadni. Ezt altalanositja a kovetkez6 fogalom. Egy S C N halmazra legyen A(S) azon elosztasok
halmaza, amelyben minden S-beli ember egy S-beli hazit kapja meg. Vagyis A(S) = {z € A: z; €
€ SVi e S}. Egy S halmazt az s € A elosztdsra nézve blokkolé koaliciénak neveziink, hogyha létezik
olyan z € A(S), hogy tetsz8leges i € S-re z; = ;s;, és legaldbb egyik helyen z; > ;s;. Ez azt jelenti,
hogy ha az S halmaz kilépne az elosztasbél, akkor tudndnak maguk kozt egy olyan masikat csindlni,
hogy mindenki legaldbb olyan jol jarna, legaldbb egy valaki pedig szigortian jobban. Azon elosztdsok
halmazat, amelyekre nem létezik blokkold koalicid, az djraelosztasi feladat magjanak nevezziik.

A fels6 korcsere algoritmus egy ilyen elosztast fog talalni. Vegyiik az N ponthalmazon azt a G
irdnyitott grafot, amelyben az i. pontbdl a j.-be akkor megy él, ha az i. jatékos preferenciasorrendjében
alegjobb héz a j. (Megengediink hurokéleket is.) Ebben a grafban minden pont kifoka pontosan 1, ezért
biztosan tartalmaz legaldbb egy irdnyitott kort (a hurkokat is irdnyitott kornek tekintjiik). Lathaté
tovabb, hogy ezek a korok diszjunktak. Legyen N7 a korok ponthalmaza. Minden ¢ € N7 ember kapja
meg az Ot tartalmazo korben a ki-szomszédjanak a hazat; az Ni-beliek tehat mind a nekik leginkdbb
tetsz6 hazat kapjak meg.

Toroljik az N1 ponthalmazt; az N — N; ponthalmazon hizzuk be az ij irdnyitott élt, ha az i.
jatékos szamara az N — Ni-beli hazak koziil a j. a legjobb. Legyen Go az igy kapott graf. Az el6z6hoz
hasonldan, legyen Ny ebben a grafban az iranyitott korok halmaza, és kapja meg minden i € Ny
jatékos az 6t tartalmazd korben a ki-szomszéd hazat. fgy tovabb, a k. 1épésben tekintsik az N — U
Uj<xN; ponthalmazon a legjobb hazak altal meghatarozott Gy, gréfot, és definidljuk az N halmazt.
Igy végiil N-t felosztjuk nemiires halmazok unigjdra, és minden jatékoshoz hozzérendeliink egy hazat.
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3.17. tétel (Shapley, Scarf, Gale, 1974). Az ujraelosztasi feladat magja pontosan egy elosztdsbdl
all, abbol, amelyiket a felsé kércsere algoritmus megtaldlja.

Bizonyitds. Legyen s az algoritmus &ltal adott elosztds. El6szor beldtjuk, hogy s-en kiviil més s
elosztas nem lehet a magban. s-ben az Ni-beli jatékosok mind a szamukra legjobb hazat kaptak. Ha
tehat s’-ben egy i € Ny jdtékos masik hdzat kapna, akkor Ny blokkol6 koalicié lenne s’-re nézve. Vagyis
s'|n, = $|n,. Na-ben minden jatékos a legjobb olyan hazat kapja, ami nem egy Ni-beli jatékosé volt.
Tehat — tudva, hogy s’ az Nj-beli hdzakat Ni-ben osztja szét — ugyanilyen érveléssel 1atszik, hogy
s'| N, = s|n,. Ezt az érvelést folytatva lathatjuk, hogy s az egyetlen lehetséges elosztds a magban.

Be kell még latnunk, hogy s tényleg a magban van, vagyis nem létezik s-re nézve blokkolé koalicié.
Indirekten, legyen S egy minimadlis blokkolé koalicié, z € A(S) egy blokkol6 elosztés. Legyen k a
legkisebb olyan index, amelyre SN Ny # (). Legyen C' C N}, az egyik olyan Ny-beli kor, amire C NS #
= (. Ha C — S # (), akkor léteznek olyan : € C N S, j € C — S elemek, amelyekre ij egy él Gp-ban.
Ekkor s(i) > ;2(i), hiszen s(i) = j és j > ;j’ tetsz6leges j' € S-re. Ez ellentmond annak, hogy S (és
z) blokkolja s-et.

Tehat C' C S. Ugyanigy latszik azonban, hogy minden i € C-re s(i) = z(i), vagyis ekkor S — C-nak
is blokkol6 koaliciénak kell lenni, ellentmondva S minimadlis valasztdasanak. O

A szokédsos médon taktikazasbiztosnak neveziink egy f elosztdsi mechanizmust, hogyha nem
léteznek olyan m = (< 1,...,< ) € P" preferencidk, hogy az i. jatékos egy < ! preferencidjéra és
T =(<1,...,<0...,<n),s=f(m) és s’ = f(n') esetén s’ > ;s. Vagyis az i. jatékos nem tudja agy
megvialtoztatni a preferencidjit, hogy az ezaltal médositott dontés értelmében jobb hazhoz jusson.

3.18. tétel (Roth, 1982). A felsé korcsere algoritmus taktikdzdsbiztos.

Bizonyitds. Adott m preferencidk esetén modositsuk az algoritmust gy, hogy az i. jatékosbdl kilépo
éleket nem hizzuk be; a tobbi jatékosbdl kilépd éleket a < ; sorrendeknek megfeleléen adjuk hozza
minden 1épésben. Ekkor az algoritmus végére egy i gyoker(i be-fenyét kapunk (egy olyan fat, amelynek
minden éle i felé van irdnyitva). Legyen K az ebben szerepl$ pontok halmaza. Vildgos, hogy akdrmilyen
sorrendet haszndljon is az 7. jatékos, nem érheti el, hogy valamelyik N — K-beli jatékos hazat ossza neki
az algoritmus. Vegyiik észre, hogy a < ; stratégiat valasztva az algoritmus szerint a < ; sorrendben
legjobb K-beli hazat fogja megkapni; akdarhogy is valtoztatja meg tehat a sorrendjét, ennél jobbat
nem kaphat. O

3.4. Stabil hazassag

Egy hézassdgkozvetito irodat izemeltetiink. n férfi és n n6 keres nalunk péart; a bekiildott anyagok
alapjan mindannyian kialakitottak a mésik nemen egy preferenciasorrendet. A stabil parositasi
feladatban ezen preferencidk alapjan célunk n par kialakitdsa dgy, hogy az mindenkinek a me-
gelégedésére szolgaljon. Csupan javaslatokat tehetiink a parok kialakitasara, amiket 6k nem kotelesek
elfogadni. Egy adott parositasra nézve egy m férfi és egy w né blokkoldé part alkot, hogyha m pérja
a w' # w nd, w parja az m’ férfi, m-nek azonban jobban tetszik w mint w’, w-nek pedig jobban
tetszik m, mint m’. Vagyis ha m és w hézassidgot kotnének, mindketten jobban éreznék magukat, mint
jelenlegi parjukkal. Egy parositast stabilnak neveziink, hogyha nincsen blokkolé par.

Legyen M a férfiak, W a nék halmaza. Egy a € M U W ember rendezését a masik nemen < ,-val
jeloljik: = > 4y azt jelenti, hogy a-nak x jobban tetszik, mint y. Egy parositast leirhatunk egy u
fiiggvénnyel, ahol a € M U W-re p(a) az a pérja.

Az tjraelosztési feladathoz hasonldéan definialhatjuk a parositdsi feladat magjat. Egy S C M UW
halmaz blokkolé koalicié a p (nem feltétlentil stabil) teljes pérositasra nézve, ha létezik olyan v
parositds S-en, hogy minden a € S esetén v(a) € S, és minden a € S-re v(a) = 4u(a), és legaldbb egy
helyen szigoru egyenlotlenség all. Vegyiik észre, hogy egy blokkold él egy kételemii blokkold koalicio.
Konnyen lathaté az alabbi allitas:

3.19. tétel. A pdrositdsi feladat magjdat pontosan a stabil parositdsok alkotjdk.

44



wq w2 w3

14. abra

Tekintsiik a[I4] 4bran lathaté pédat. Itt az myw;, mawsa, maws parositas nem stabil, mivel az mjws
él blokkolé. Ezzel szemben mqwi, mows, maws stabil parositdas. A tovabbiakban stabil parositasok
keresésével foglalkozunk.

Kicsit altalanosabban beszélhetiink stabil parositdsrol egy tetszbleges G = (M, W; E) paros grafban.
Itt nem tessziik fel, hogy | M| = |W/|, és azt sem, hogy G teljes paros graf; minden csicsban adott egy
preferenciasorrend a ra illeszkedd éleken. Egy (nem feltétleniil teljes) F' C E pérositasra nézve mw
blokkolé él, ha m vagy nem volt parositva, vagy jobban tetszik neki w mint az F-beli parja, és ugyan-
ez igaz w-re is. I’ stabil, ha nem létezik F-re nézve blokkold él. Egy nem feltétlen teljes parositast is
leirhatunk egy p: MUW — M UW fiiggvénnyel: legyen u(a) az a parja, ha fedve a pédrosités éltal, és
legyen u(a) = a, ha fedetlen. A preferencidkat egészitsiik ki igy, hogy a preferenciasorrendjében sajét
maga is szerepel, a sorrend legvégén. Vagyis szamara barmely G-beli szomszédjaval parban lenni ked-
vezOGbb, mint egyediil maradni. Ezzel a konvenciéval mw pontosan akkor blokkolé él, hogy p(m) < pw
és pu(w) < ,m.

3.20. tétel (Gale, Shapely, 1962). Tetszéleges G = (M, W, E) pdros grdafban létezik stabil pdrositds.
Ha |M| = |W|=mn, és G teljes pdros grdf, akkor létezik teljes, vagyis n méretd stabil pdrositds.

Bizonyitds. Megadjuk a leanykér6 algoritmust, amely mindig taldl egy stabil parositast. El6szor
mindegyik fid megkéri a neki legjobban tetsz6 lany kezét. Ha egy lany tobb ajanlatot is kap, megtartja
(feltételesen) a legjobbat, a tobbit pedig kikosarazza. Minden kovetkezd 1épésben minden szingli fiu
megkéri a neki legjobban tetsz6 olyan lany kezét, akitél még nem kapott kosarat, és akivel Gssze van
koétve G-ben. Aki mar minden neki valamennyire is tetszo lanytdl kosarat kapott, az nem prébélkozik
tobbet.

Léassuk be, hogy az igy kapott F' parositds stabil! Vegyiink egy tetszéleges mw € E élt a grafban.
Ha az algoritmus sordn m megkérte w kezét, akkor w-nek ezutdn mindig lesz parja, méghozza vagy
m, vagy egy nala jobban tetszé. Ha m nem kérte meg w kezét, az azért lehet, mert egy w-nél jobban
tetszo lany lett a felesége. Mindkét esetben lathatd, hogy az mw €l nem blokkolja a kapott parositast,
ami tehat stabil.

Az allitds mésodik feléhez figyeljiik meg, hogy egy stabil parositds mindig tartalmazdsra nézve
maximalis, hiszen ha lenne él két szingli kozt, akkor 6k inkabb Osszejonnének. (Megjegyezziik, hogy
azonban nem feltétlentil maximélis elemszamiak a stabil parositdsok.) O

A nemi szerepek felcserélésével beszélhetiink legénykérds algoritmusrdl is, amely szintén stabil
parositast ad.

3.21. feladat. Milyen pdrositdst ad a[1j dbrdn a ledny- illetve a legénykérd algoritmus ?
Azt mondjuk, hogy a u parositds dominalja a fitik szempontjibél a v parositést, jelolve u >M v,
ha minden m € M fidra p(m) = sv(m). Egy p stabil parositds filoptimalis, ha minden v stabil

parositasra p > v, Hasonléan definidlhatjuk a domindlast lanyok szempontjabdl (>"), illetve a
lanyoptimalis stabil parositést.
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3.22. tétel. A lednykérd algoritmus dltal adott j stabil pdrositds fioptimdlis, a legénykérd dltal adott
pedig ldnyoptimadlis.

Bizonyitds. A szimmetria miatt elég belatni az elsét. Tegyiik fel indirekten, hogy létezik olyan v
pérositas és m € M fid, hogy v(m) = npu(m). Ezért az algoritmus sordn kellett, hogy legyen olyan
1épés, amikor valamelyik m fiu kosarat kap v(m)-tél. Vegyiik a legelsé ilyen 1épést; w = v(m) azért
kosarazta ki m-et, mert volt egy jobb kérdje, m’. Mivel m szomori esete a legelsd ilyen, m’ csak tgy
kérhette meg w kezét, hogy v(m')-nél még nem prébélkozott, vagyis v(m') < ,w. Kovetkezik az
ellentmondds, mivel az m’w él blokkolja v-t. O

3.23. allitas (Knuth). A u és v stabil pdrositdsokra p > v < <V v,

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekten, hogy u> v, azonban valamely w € W lanyra m = p(w) = ,v(w).
Mivel g > My miatt w = p(m) = ,v(m), ezért mw blokkolé él v-re nézve. O

Ennél t6bb is beldthaté: a <M részbenrendezésre nézve a stabil parositasok haldt alkotnak: barmely
két elemnek van egyértelmii legkisebb kozos felso illetve egyértelmi legnagyobb kozos alsé korlatja.

3.24. allitds (Conway). A u és v stabil pdarositisokra definidljuk azt a pdrositdst, hogy minden fii
a p €s v szerinti pdrja kozil a neki tetszobbet vilasztja. Ezdltal egy stabil pdrositdst kapunk.

Bizonyitds. Be kell elészor latnunk, hogy igy péarositast kapunk, vagyis minden lanynak legfeljebb
egy parja lesz. Tegyiik fel, hogy a w lanyt két fitthoz is hozzdrendeljiik: pu(m) = v(m’) = w az m
és m/ fitikra. w-nek egyikiik jobban tetszik; a szimmetria miatt feltehetjiik, hogy ez m. m-nek azért
w-t valasztottuk ki parként, mert jobban tetszett neki, mint v(m). Ekkor kovetkezik, hogy az mw él
blokkolja a v stabil parositast, ami ellentmondést ad.

A stabilitashoz tegyiik fel, hogy egy mw él blokkolja az igy kapott A parositést. Ha A(m) = v(m) és
AMw) = v(w) volna, akkor mw mér v-t is blokkolna; ugyanez a helyzet p-vel. Feltehetjiik tehdt, hogy
ezek kiilonb6z6 parositdsokhoz tartoznak; a szimmetria miatt legyen A(m) = u(m) és AM(w) = v(w).
Ekkor )\ definiciéja miatt v(m) < ,,u(m), vagyis az mw él blokkolja v-t is (és ugyanigy u-t is). O

Az eléz6 allitasban definialt stabil parositast jeldljiik u V v-vel. Kénnyen belathaté, hogy a <M
részbenrendezésre nézve ez u és v legkisebb kozos fels6 korlatja lesz. Hasonléan definialhaté egy olyan
parositas, amelyben minden lany a neki jobban tetsz6 fitut valasztja a kettd koziil. Ezt uAv-vel jeloljiik,
és ugyantugy lathaté, hogy a legnagyobb ko6zos alsé korlat lesz.

Noha egyes parositasok minden fit szempontjabdl jobbak masoknal, a kovetkezo allitasban beldtjuk,
hogy akinek tetszoOleges stabil parositdsban nem jut par, annak semmelyik mésikban sem jut.

3.25. allitas. Legyen v és u két tetszbleges stabil pdrositas. Ha eqy a € M UW fiunak vagy lanynak
v-ben mem jut pdr, akkor p-ben sem fog jutni.

Bizonyitds. Tegyiik fel a szimmetria miatt, hogy a; = a fid, és noha v(a;) = a; (vagyis v-ben nincs
parja), u(a;) = by # ai. Ha by-nek nem volna péarja v-ben, akkor az aiby él blokkolnd v-t (két
maganyos embert kot Ossze). Legyen ag = v(by). Azt allitjuk, hogy a1 < »,as. Valéban, a1 > ,,as esetén
a1b; blokkol6 él lenne v-re nézve. Ekkor by = v(az) < g,p(az2), killénben bjags blokkolnd v-t. Ebbol
kovetkezik az is, hogy ag pérositva van u-ben; legyen by = u(az). Az érvelést ugyanigy folytatva tovabbi
bo,as,bs, aq, . .. szerepléket azonosithatunk. A v és p parositdsok unidja egy olyan graf, amelyben
minden pont foka legfeljebb kettd. Ilyen mddon ebben egy olyan sétat taldlunk, amelyben az els6
csucs foka 1, és minden tovabbi csics foka 2. A fokszdmok miatt ezen sétdnak egy végtelen ttnak
végtelen hossziinak kell lennie, ami ellentmondas. (I

Egy stabil parositds keres6 mechanizmust akkor neveziink taktikazasbiztosnak, ha egy embernek
se éri meg hamis preferencidt megadni, barmit is adtak meg a tobbiek. Beszélhetiink arrdl is, hogy
egy mechanizmus a fitk (illetve a ldnyok) részérdl taktikazasbiztos, amikor ezt csak a fidkra vagy
csak a lanyokra koveteljiik meg. Errol belathato az alabbi.
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3.26. tétel (Roth). A leanykérd algoritmus a fiik részérdl taktikazdsbiztos.

Bizonyitds. Csak arra az esetre bizonyitjuk a tételt, amikor |M| = |W| és G teljes péaros graf. Indirekt
modon tegylik fel, hogy valamelyik fit — feltehetjiik, hogy m — sikeresen tud taktikdzni. Ez azt jelenti,
hogy vannak olyan m = (< m;, < mags---s < mn, = wys---» = w,) preferencidk, és mj-nek egy madsik,
< 1., breferencidja, hogy ha p jeldli a fidoptimalis stabil parositdst a m-re, u’ pedig a fitoptimalis
stabil parositdst a 7' = (<7, < may -+ s < mps < wis -+ < wy)-T€, akkor p(m;) < m i’ (my), vagyis m;
jobban jér, ha a hamis < 7, preferenciasorrendet adja meg. Jeléljitk Alg(m)-vel illetve Alg(n’)-vel a
lanykérs algoritmust az eredeti 7 preferencidkkal, illetve a n’ preferencidkkal elvégezve.

Azt allitjuk, hogy feltehetd, hogy < 7, -ben x/(m1) a legjobb. Ugyanis ha nem, akkor p'(m1)-t a
legjobb helyre téve az igy kapott rendezéssel mq szintén sikeresen manipuldlna, hiszen p’ eszerint is
stabil, tehdt m; parja ekkor is p'(m;) lenne.

3.27. Allitas. Minden mj fiira teljesiil, hogy p'(mj) = m;u(my;).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy u'(mj) < m;u(m;). Ez azt jelenti, hogy Alg(n’) sordn mj -t u(m;) vala-
mikor elutasitja. Legyen j az az index, amire elészor torténik ilyen. Mivel pi,; elutasitja m;-t, ezért
ajanlatot kapott valakitél, akitél Alg(m) sordn nem kap ajanlatot. De j vélasztdsa miatt ez a fii nem
lehet my, k # 1-re, masrészt my sem, hiszen akkor p(m;) = p/(my) lenne és mqp(m;) blokkold él lenne
p-re. &

A fenti 4llitds kovetkezménye, hogy minden ldnykérés, ami Alg(n’) sordn megtorténik, az Alg(w)
sordn is megtorténik. Emiatt nem m; az utolsé kér6é Alg(r)-ben, hiszen az utoljara megkért lanyt csak
egy fid kéri meg, ezért ugyanez a fia kéri meg Alg(n’) sordn is. Tegyiik fel, hogy Alg(w) sordn m; a
k-adik 1épésben kéri meg utdljara egy lany kezét.

3.28. allitas. Ha egy m; fii Alg(m) sordn a k-adik 1épés utdn megkér egy ldnyt, akkor pu(m;) = p'(m;),
és p(ma) = p'(ma).

Bizonyitds. Nevezziink egy lanykérést beteljesiilonek, ha végiil hazaspart alkot a par. Indukciéval
bizonyitunk, a beteljesiilé lanykérések ideje szerint forditott sorrendben. Lattuk, hogy az Alg(m)-beli
utols6 kérének ugyanaz a péarja p-ben és p'-ben. Tegyiik fel, hogy az m, fiti az r-edik 1épésben kéri
meg [1(mgq) kezét és hogy az r. 1épés utdni beteljesiilé lanykérésekre igaz, hogy p/-ben is part alkotnak.

Legyen M’ azon fitk halmaza, akiknek p(mg) jobban tetszik, mint a sajat u-beli parjuk, vagyis,
akiket p1(myg) elutasit Alg(m) sordn. Ha M’ = (), akkor i (mg)-t nem kéri meg mg-n kivill mds Alg(m)
soran, igy Alg(n') sordn se, tehat u(mgq) = p'(my). Ha M’ # 0, akkor legyen m,, a p(mg)-nak legjobban
tetsz6 fiac M'-ben. Vagyis p(mgy) valamikor elutasitja m,-t m, miatt, vagy az r-edik 1épésben, vagy
kés6bb. Tehat m,, az r-edik 1épés utan kéri meg a végsé parjat, igy az indukcids feltevés miatt p(m,,) =
= ' (my,). Mivel m,, # m;, ebb8l kovetkezik, hogy Alg(n’)-ben m,, megkéri p(mq)-t, aki visszautasitja.
p(mgq) kéréi csak M'-beliek vagy m, lehetnek, tehat m, miatt utasitja vissza. Tehat p'(mg) = p(my).
A bizonyitds my = m1 esetén is miikodik. O

Ezzel beldttuk, hogy p'(m1) = p(mq), ami ellentmond az indirekt feltevésnek, tehdt a tételt
belattuk. ]

3.29. feladat. A[I] dbra segitségével mutassuk meg, hogy a ldnyok szempontjabdl a lednykérd algo-
ritmus nem taktikdzdsbiztos: az egyik ldny hamis preferencidk bevalldsdval jobb pdrt tudna szerezni
maganak.

3.30. tétel (Roth). A pdrositdsi feladatndl nem létezik mindenki szdmdra taktikdzdsbiztos mecha-
niZMUS.

Bizonyitds. Nézziik azt a példat, ahol a preferenciasorrendek a kovetkezok (az els6 helyen a legjobban
tetsz6 szerepel):
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my . w2, Wi, wWs; wy: mi, mMm3, M2
mo w1, W2, W3, w2 ¢ msz, M, M2
m3: wi, w2, wWs; w3 : mi, Mz, M3

Ellenérizhet6, hogy két stabil parositds van, méghozza a u = {mjwa, mows, mgwi }, ami a lanyop-
timalis és a v = {mjwi, mows, maws }, ami a fidoptimalis.

Ha az mj it a wo, w3, wy sorrendre valtoztat, akkor a v lesz az egyetlen stabil parositas, igy ha
egy mechanizmus a u-t adja, akkor m; sikeresen tud taktikazni.

Forditva hasonléan, ha a wy az mi,meo, m3 sorrendet mondja, akkor az egyetlen stabil parositas
a v lesz, igy ha egy mechanizmus a v-t adja, akkor w; tud sikeresen taktikézni. Tehat nem létezhet
mindenki szamara taktikazasbiztos mechanizmus. [l

3.5. Felvételi ponthatarok

A stabil pérositasok fontos és igen elterjedt alkalmazési teriilete az egyetemi felvételi rendszer.
Minden hallgaténak van egy preferenciasorrendje azon szakokrdl, ahova felvételizni szeretne. Az egyes
szakokon adott egy gy keretszam, amit nem léphetnek tul. Adott tovabba minden szaknak egy prefe-
renciasorrendje az oda jelentkez6 hallgatékrélﬂ Legyen H a felvételizok halmaza, S pedig a szakoké.
Az s szakon legyen ¢4 a keretszam. Nem minden hallgaté jelentkezik minden szakra; legyen (H, S; E)
az a paros graf, amelyben hs € E akkor, ha h beadta jelentkezését az s szakra. Egy hozzarendelést
— a stabil péarositasokhoz hasonléan - jellemezhetiink egy p fiiggvénnyel. p minden hallgatéhoz azt a
szakot rendeli, ahova felvették, egy s szakhoz pedig u(s) az oda felvett hallgaték halmazat adja meg.

Tegyiik fel eloszor, hogy a hallgatéknak is szigori preferencidi vannak a szakokon, valamint a
szakoknak is az oda jelentkez6 hallgatékon. Egy hs € E él blokkol egy hozzarendelést, ha h-t nem
vették fel s-re, noha h szivesebben jott volna ide, mint ahova végiil felvették, masrészt pedig s vagy nem
toltotte be a keretét, vagy felvettek egy olyan hallgatét, aki h mogott volt a sorrendben. (Formélisan:
s < pu(s), és vagy |u(s)| < q(s), vagy létezik egy h' € p(s) hallgatd, akire h' < sh.) Stabil a
hozzarendelés, ha nincs blokkolé él.

A lednykérd algoritmus apré mddositdsaval taldlhatunk stabil hozzdrendelést: elészér minden s
szak felvételi ajanlatot tesz a sorrendben legels6 ¢ hallgaténak. Ha egy hallgaté tobb ajanlatot is
kap, a legjobbat elfogadja, a tObbit visszautasitja. Ha a visszautasitasok miatt egy szakon iires he-
lyek keletkeznek, Gjra ajanlatot tesznek a sorrendben kovetkezé annyi hallgatonak, akivel fel tudjak
tolteni a létszamot (feltéve, hogy van még ennyi jelentkez8). Ha egy hallgaté mar visszautasitotta egy
szak ajanlatat, akkor az a szak tobbet nem tesz neki ajanlatot. fgy végiil egy stabil hozzarendelést
kapunk. A stabil hazassdghoz hasonléan belathatd, hogy ez az egyetemek szempontjabol lesz a lehetd
legjobb. Ugyanigy csindlhatunk egy maésik algoritmust is, amelyben a hallgatok tesznek ajanlatot az
egyetemeknek; ez a hallgaték szempontjabdl lesz optimalis.

Ezt a feladatot egészében visszavezethetjiik stabil parositds keresésére. Minden s szakot helyet-
tesitslink g5 darab 1j ponttal: (s,i) az s szakra i. helyen felvett hallgatét reprezentalja. Minden (s, )
pont 6rokolje az s preferencidit. Egy h hallgaté preferencidit adjuk meg dgy, hogy (s,i) < p(s',4), ha
eredetileg s < ', vagy pedig s = s’ és i’ < i. Konnyen beldthat6 az alabbi allitds.

3.31. allitas. A fenti konstrukcicban egy stabil pdrositas az eredeti feladatban eqy stabil hozzdrendelést
ad. Megforditva, minden stabil hozzdrendeléshez megadhatunk eqy stabil pdrositdst, ahol az s szakra
felvett t hallgatot az (s,1),(s,2),...,(s,t) pontokhoz osztunk be, az s preferencidi szerint csokkend
sorrendben.

Ennek segitségével a [3.25] 4llitdsbol levezethetd az aldbbi, talén meglepd eredmény.

3.32. tétel (Vidéki féiskola tétel). Legyen p és v tetszdleges stabil hozzdrendelések. Ha v-ben va-
lamely s szak nem tudta feltolteni a keretét, vagyis |v(s)| < q(s), akkor semmelyik mdsik stabil
hozzdarendelésben sem tudta; raaddsul éppen ugyanazokat a hallgatokat veszik fel mindig, vagyis pu(s) =

=v(s).

3Egy kordbbi hasonlé alkalmazis a rezidens-elhelyezési feladat: a frissen végzett orvosok kiilénbézé kérhizakba
palyazhatnak rezidensi allasokra.
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Bizonyitds. Tekintsiik az eléz6 allitdsban targyalt konstrukciét! A allitas szerint ugyanazok az
(s,1) parok maradnak minden stabil parositasban fedetlenek. Ebb6l mar kovetkezik, hogy tetszoleges
két stabil hozzarendelésben |u(s)| = |v(s)].

Legyen most p a hallgatéoptimalis hozzarendelés (amit azzal a ,,szakkérd” algoritmussal kapunk,
ahol a hallgatok tesznek ajanlatot az egyetemeknek.) Belatjuk, hogy tetszéleges h € u(s)-re kovetkezik
h € v(s). A halmazok elemszdménak azonossidga miatt ebbdl rogton adédik, hogy mindegyik halmaz
azonos. A hallgatéoptimalitdas miatt v(h) < pu(h). Ha tehat v(h) # s, akkor v(h) < pu(h). Ekkor hs
blokkolja v-t, mivel |v(s)| < ¢(s). O

A magyar felvételi rendszerben 1985 6ta alkalmaznak stabil parositési algoritmusokat. Az elézé
modellhez képest fontos eltérés, hogy a szakoknak nincs teljes rendezése a jelentkezOkoén: minden
jelentkez8 minden szakon egy pozitiv egész pontszamot kap, maximum D-t (jelenleg D = 500). Legyen
ri; az i. hallgaté pontszama a j. szakon (feltéve hogy h;s; € E). Az azonos pontszamot elért hallgaték
kozott azonban nem lehet diszkriminalni: a felvételi gy miikodik, hogy minden szakon meghiznak
egy {; ponthatédrt. A h; hallgaté felvehetd az s; szakra, ha h;s; € E és r;; > £;. Egy hozzdrendelésben
minden hallgatét a preferenciasorrendjében szereplo els6 olyan szakra kell felvenni, ahova felveheto.

Az (0y,...,0y) vektort ponthatarhizasnak nevezziik; egy ponthatdrhizas egyértelmiien meg-
hatdrozza a hallgatok hozzarendelését a szakokhoz. Legyen x; a j. szakra felvett hallgaték szdma. Egy
ponthatdarhizds akkor megengedett, ha minden j-re x; < ¢;, vagyis sehol nem lépik at a kvotat.
Egy megengedett ponthatdrhizas stabil, ha minden s; szakra igaz a kovetkez6: ha eggyel csokken-
tenénk a ponthatdrt, akkor tobb mint ¢; — x; olyan hallgaté lenne, aki ¢; — 1 ponttal mar felvehetd,
és szivesebben jonne ide, mint ahova most fel van véve.

Célunk egy stabil ponthatarhizds meghatarozasa. A lednykér6 algoritmushoz szellemét kovetve
induljunk onnan, hogy mindegyik ponthatdr ¢; = D + 1, vagyis senkit sem vesznek fel sehova; ez meg-
engedett, de (dltaldban) nem stabil. Minden lépésben egyszerre fogjuk az 6sszes ponthatart médositani.
Egy adott 1épésében legyenek (¢1,...,¢,,) a ponthatarok és (z1,...,z,) az ezen ponthatarok mellett
felvett hallgatok szama. Minden j-re és 0 < b < /; egészre legyen [3;(b) azon hallgatdk szama, akikre
rij > b, és eddig vagy nem vették fel Sket sehova, vagy a preferenciasorrendjiikben s;-nél rosszabb
helyre keriiltek be. Legyen az 1j ¢; a legkisebb olyan b érték, amelyre x; + §;(b) < ¢;. Vilagos, hogy
minden lépésben az 1j ¢; ponthatdrok is megengedett ponthatdrhizast adnak. Az algoritmus akkor
ér véget, ha valamelyik 1épésben egyik ponthatar sem véltozik. Ez azzal ekvivalens, hogy minden j-re
b = {;, vagyis B;(¢; — 1) > q; — x;, ami épp a stabilitast mutatja. Az algoritmus D|S| 1épésen beliil
véget ér, hiszen minden 1épésben legalabb egy szak legalabb eggyel csokkenti a pontjat.

3.33. feladat. Adjunk meg eqy masik algoritmust, a hallgatdk ,szempontjabol”!
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