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Bevezetés

Jatékelmélet alatt sok, egymaéssal lazan vagy szorosabban 6sszefiiggo teriiletet értiink; a kurzuson ezek
koziil négyet fogunk érinteni. Az 1. fejezet kombinatorikus jatékokrol szol: ide tartoznak olyan népszerti
tablajatékok is, mint a sakk vagy a go. Belatunk egyrészt igen altaldnos eredményeket, mint példaul azt,
hogy a sakkban vagy kell legyen az egyik jatékosnak nyerd, vagy mindkettonek nem veszté stratégiaja
(de nem tudjuk, ezek koziil melyik teljesiil). Emellett megadjuk néhany egyszerii kombinatorikai jaték
teljes elemzését is. A fejezet targyalasmodja a Véges matematika targyhoz kapcsolodik szorosan: elemi,
am olykor igen ravasz kombinatorikai megfontolasokkal taldlkozunk.

A 2. fejezet a stratégiai jatékokra vonatkoz alaperedményeket mutat be. Ez szamit a jatékelmélet
kdzponti teriiletének és szolgdl a kozgazdasigtan legfontosabb matematikai alapjaként. Megsziiletését
hagyomanyosan Neumann Janos és Oskar Morgenstern Jatékelmélet és gazdasagi viselkedés cimii
konyvének 1944-es megjelenéséhez kotik. Fé kérdésfeltevése olyan szitudcidk elemzése, amelyekben
egymassal érdekellentétben allo, racionalisan cselekvé egyének hoznak dontéseket. Ilyenre a legkiilon-
b6zEbb kontextusokban lathatunk példakat. A fejezet egyes részeihez sziikséges a linearis programozas
alapjainak ismerete, ami az Operacickutatas kurzuson szerepelt.

A harmadik f6 teriilet a mechanizmustervezés (4. fejezet): osztozkodési folyamatok, tarsadalmi
dontések igazsiagos meghozataldt biztositd eljarasok tervezése. Amellett, hogy megtanulunk igazsigo-
san elosztani egy pizzat illetve megmutatjuk, hogyan hozhatoak létre stabil parkapcsolatok, fontos
lehetetlenségi eredményekkel is szembesiiliink, példaul azzal, hogy nem lehet igazsigos valasztasokat
rendezni.

Végiil a 5. fejezetben a kooperativ jatékelmélet alapjai keriilnek teritékre. Itt koalicidk kialaku-
lasat és viselkedését vizsgaljuk, valamint a mechanizmustervezéshez kapcsoléddan azt, hogy milyen
osztozkodasi eljarasokkal lehet elérni az Osszes jatékos Gsszefogasat.

A jegyzet anyagan tul az alabbi irodalmak szolgalhatnak kiinduldsul:

A.N. Karlin, Y. Peres, Game Theory, Alive, elektronikus kényv:
homes.cs.washington.edu/ karlin/GameTheoryBook.pdf — Az Gsszes fejezethez kapcsolédik

— T. S. Ferguson, Game Theory elektronikus jegyzet :
www.math.ucla.edu/~tom/Game_Theory/Contents.html — szintén.

E. R. Berlekamp, J. H. Conway, R. K. Guy, Winning Ways for Your Mathematical Plays, Vol. 1.,
A K Peters, Wellesley, MA, 2001 — Az 1. fejezethez

— Csakany B., Diszkrét matematikai jatékok, Polygon Koényvtar, Szeged, 2005 — Az 1. fejezethez.

— N. Nisan, T. Roughgarden, E. Tardos, V. V. Vazirani, Algorithmic Game Theory, Cambridge Univer-
sity Press, New York, 2007, — A 2. és 4. fejezetekhez.
www.cambridge.org/journals/nisan/downloads/Nisan_Non-printable.pdf

— David Pritchard, Game Theory and Algorithms, drajegyzet: ints.io/daveagp/gta/

— Tovabbi elektronikus jegyzetek minden mennyiségben: www.gametheory.net/lectures/level.pl
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1. Kombinatorikus jatékok

Kombinatorikus jatékok alatt kétszemélyes jatékokat fogunk érteni, ahol a jatékosok felvaltva lépnek.
Ebbe az osztalyba tartoznak az olyan népszerli tablajatékok, mint a sakk, a malom vagy a go. A
pontos definicié megadésa elott néhany kénnyen kielemezhet6 példaval kezdiink.

A nim jatékban adott egy kupacban n kavics. Két jatékos felvaltva 1ép: minden lépésben a soron
kovetkez6 jatékos egy, kettd vagy harom kavicsot vehet el; az nyer, aki az utolsé kavicsot elveszi.
Koénnyen lathaté, hogy pontosan akkor van a kezd¢ jatékosnak nyero stratégidja, ha n nem oszthatd
4-gyel. Ilyenkor ugyanis tud dagy lépni, hogy a kavicsok szamat néggyel oszthatova tegye; ellenben ha
a kavicsok szama néggyel oszthato, tetszéleges 1épés elrontja ezt a tulajdonsagot.

Kovetkez6 jatékunkban adott két kupacnyi kavics. A soron kdévetkezd jatékos kivalasztja az egyik
kupacot, és abbdl egyet vagy tobbet elvesz. Az veszt ismét, aki nem tud 1épni. Kinek van nyerd
stratégiaja?

1.1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha a két kupacban ugyanannyi kavics van, akkor a masodik jatékos
mindig tud nyerni, minden egyéb esetben pedig a kezd6nek van nyerd stratégiaja!

Hérom kupac esetére mar jéval bonyolultabb a valasz; késébb azonban tetszéleges szamu kupacra
is megadjuk a nyerd stratégiakat. Addig is, baratkozhatunk a jatékkal online jatszhatéd valtozatban:
www.dotsphinx.com/games/nim.

Az eredeti nim altalanosithat6 a kovetkezé mddon. Adott pozitiv egészeknek egy S halmaza, és a
soron kovetkez6 jatékos mindig S-beli szamu kavicsot kell elvegyen. Az veszt, aki nem tud lépni. (Az
eredeti példaban S = {1,2,3}.) Hény kavicsnal kinek van nyer6 stratégiaja?

Ennek megvélaszolasahoz a nemnegativ egészeket két osztalyba szeretnénk sorolni: N-be azokat
tessziik, ahol a soron kévetkez6 jatékosnak van nyerd stratégiaja (Next), P-be pedig azokat, ahol a
masiknak. Vildgos, hogy 0 € P, tovabba P-be kell soroljunk minden olyan szamot is, amely minden
S-beli szamnal kisebb. Az ezeknél nagyobb szamokat névekvd sorrendben soroljuk be P-be vagy N-be.

Legyen n a soron kovetkezo szam ; tegyiik fel, hogy minden n-nél kisebb értéket mar besoroltunk. Ha
létezik olyan s € S, amelyre n — s € P, akkor n-et N-be soroljuk be, hiszen ekkor a soron kovetkezo
jatékos tud olyat 1épni, ahonnan az indukcié szerint mar nyerni tud. Ha minden s € S-re n — s €
€ N, akkor viszont n-et P-be soroljuk be, ekkor ugyanis barhogy 1ép, a masik jatékosnak lesz nyerd
stratégidja. A kezdé jatékos nyerd dllasai az N-beliek. Nyero stratégidja az, hogy mindig P-belibe 1ép.
Innen a méasodik jatékos a konstrukcié miatt kénytelen ujra IN-belibe 1épni.

Mindezen jatékoknak a betli viltozata is értelmes: ebben nem nyer, hanem éppenhogy veszt az,
aki utoljara 1ép.

1.2. feladat. Hatdrozzuk meg az eddigi példdk betli valtozatainak nyerd stratégiait!

1.3. feladat. A mérgezett csoki jatékban egy n x m-es tabla csoki bal als6 kockdja mérgezett: aki
ezt megeszi, elveszti a jatékot. A soron kdvetkez$ jatékos kivilaszthatja a maradék csokidarab egy
kockéjat, és leharapja azt, valamint az Gsszes téle jobbra és felfele levo kockat. Bizonyitsuk be, hogy
n X n-es és 2 X n-es tablak esetén a kezd6 mindig tud nyerni! Mi a nyerd stratégiaja?

1.1. Definicid, nyero stratégia létezése

A fenti példak utdn megadjuk a kombinatorikus jatékok egy altalanos definiciéjat. Az alabbi tu-
lajdonsagokat koveteljiikk meg.

— Kétszemélyes és szekvencialis: a két jatékos felvaltva 1ép.

— Adott egy (V, E) irdnyitott graf. V a lehetséges poziciék (esetleg végtelen) halmaza. Egy pontbdl
kiindulé élek a lehetséges 1épéseknek felelnek meg. Teljesitenie kell a kovetkezdket :

* A jaték végesfokii: minden allasbol csak véges sok masikba lehetséges 1épni, vagyis a grafban
minden pont kifoka véges;

* A jaték véges: tetszbleges allasbol véges sok 1épésen beliil véget ér a jaték, akarhogy is jatsza-
nak, vagyis nincs végtelen hosszu irdanyitott séta a grafban.


http://www.dotsphinx.com/games/nim

— Altaldban (példdul ha ténylegesen jatszanak a jatékosok) adott egy po kezdéallas is, ami lehet egy
konkrét allds (mint a sakkndl) vagy egy tetszéleges V-beli llas, a jaték paramétereként.

— A jatéknak kétféle kimenetele van: vagy az egyik jatékos nyer és a masik veszt, vagy pedig dontetlen.
A jaték végallapotai a nyelOk: azon elemei V-nek, ahonnan nem vezet kifele él. Minden nyel6re adott,
hogy N, P, vagy D tipusi. Ha az utolsénak 1ép6 jatékos N-beli nyelobe 1ép, akkor veszit; ha P-
belibe, akkor nyer; ha pedig D-belibe, akkor a jaték dontetlennel ér véget. Eles normal jatékrol
beszéliink, ha minden nyelé P tipusu; betli jatékrol pedig akkor, ha mindegyik N tipusu.

Vegylik észre, hogy a betli jatékok is modellezheték normal jatékként: vegyiink fel egy 4j P tipusu ¢
nyelOt, és minden eredeti nyel6bdl hizzunk egy élt t-be.

Ha tetszoleges kezdoallast megengediink, akkor a jatékot személytelennek nevezziik. Partizan
jatékokban a két jatékos szerepe kiilonboz6: adott a poziciok egy (Vi,Va) particiéja. A V; elemei
az 1. jatékos pozicidinak felelnek meg. Vi-beli allasbol csak Va-belibe lehet 1épni, V5-belibdl pedig
csak Vi-belibe. A sakk példaul partizan jaték, mivel ugyanabbdl a tabladllasbol mas tabladllasokba
mehetiink at attol fiiggden, hogy melyik jatékos kovetkezik. A személytelen és partizan jatékok kozti
megkiilonboztetésnek akkor lesz majd jelentésége, mikor jatékok Gsszegét definialjuk.

Vizsgaljuk meg a sakk példajat kicsit kozelebbrol! Els¢ kozelitésben pozicionak a tédbla egy lehet-
séges allasat tekintjik, azzal a plusz informaciéval, hogy melyik jatékos kovetkezik. (Egyes poziciékbol
tehét csak a sotét, a tobbibdl csak a vildgos jatékos szamara adott 1épési lehetéség.) Ebben az esetben
a jaték nem lenne véges, mivel ugyanaz az allas végtelen sokszor megismétlédhetne. A sakk véges-
ségét két szabaly garantalja: a jaték dontetlennel végzodik, ha haromszor is bekévetkezik ugyanaz a
tablaallas, vagy ha 6tven 1épés sordan nem torténik iités vagy gyaloglépés. Ezen szabalyokat is figye-
lembe véve, a poziciénak a tablaallason és a kovetkezo jatékos megnevezésén kivil tartalmaznia kell
azt az informéciot, hogy az adott allds hanyszor szerepelt, és hogy mikor tortént legutébb ités vagy
gyaloglépés (és még par tovabbi informéciét, pl. tortént-e méar sdncolds).

Stratégia alatt egy V' — V fliggvényt értiink, amely minden V-beli helyzethez, amelyik nem nyeld,
hozzarendeli az egyik ki-szomszédjat: vagyis tetszOleges alldshoz hozzarendeliink egyet a lehetséges
lépések koziil. Egy jatékos koveti az adott stratégiat, ha mindig a stratégia altal kijelolt poziciéba 1ép.
Nyero6 egy stratégia, ha 6t kovetve mindig nyerni tudunk, akarmit is lépjen kézben a maésik jatékos.
A kovetkezo tétel a kombinatorikus jatékelmélet alaptételének tekinthet6. A bizonyitds modszere a
bevezeté gondolatmenet altalanositasa, a visszafejtés (angolul backward tracking).

1.4. tétel. Minden éles kombinatorikus jatékban pontosan az eqyik jdatékosnak van nyerd stratégidja.
Minden kombinatorikus jatékban vagy az egyik jatékosnak van nyerd stratégidja, vagy mindkettonek
van nem vesztd stratégidja.

Bizonyitds. Nyilvin nem lehet mindkét jatékosnak nyer6 stratégidja, hiszen ekkor ha mindketten a
nyer6 stratégiajuk szerint jatszandnak, akkor mindkettejiik nyerne, ami lehetetlen. Sziikségiink lesz az
alabbi lemmara:

1.5. lemma. Véges és végesfoki jatékban minden p pozicidra létezik egy B(p) szdm, hogy p-bdl indulva
B(p) lépésen beliil mindenképp véget ér a jaték.

1.6. megjegyzés. A végesség definicié szerint csak annyit tételez, hogy tetszbleges p-bél inditott jaték
véget ér. Elképzelheté lenne azonban, hogy tetszdleges k-ra van legalabb k 1épésbdl &ll6 lehetséges
jatékmenet. Nem végesfoku jatékban ilyen tényleg lehet, végesfokiiban azonban nem. A lemmaéaban
szerepl6 tulajdonsiggal rendelkezé jatékot korlatos 1épésszamiinak nevezziikk. A bizonyitas a véges
matematikdabdl ismert Konig-lemma gondolatmenete.

Bizonyitds. A végesség mellett a végesfoktisdgot hasznéljuk ki. Tegyiik fel indirekten, hogy po := p-bol
indulva nem korlatos a lehetséges jatékok hossza. A végesfokisdg miatt az i. jatékos csak véges sok
lépés koziil valaszthat ; ezek kozt kell tehat legyen egy olyan p, ahonnan még tetszéleges hosszu jaték
lehetséges. p1-bol ugyanezzel az érveléssel talalunk egy olyan ps-t, ahonnan még tetszdéleges hosszi
jaték lehetséges. Igy folytatva egy po, p1, P2, ps, . . . végtelen jatékmenetet kapunk, ellentmonddsban a
végességgel. (A kiillonbozé p;-k akar egybe is eshetnek, pl. lehet, hogy egy koron megyiink korbe-korbe.)
O
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B(p)-t vélasszuk a legkisebb értéknek, amely teljesiti a lemma feltételét. Ez tehat a p-bol indulva
jatszhaté leghosszabb jaték hossza. Vildgos, hogy minden pg € E élre 5(q) < 5(p) — 1. Ha p végéllés,
az épp azt jelenti, hogy a kifoka nulla, vagyis 5(p) = 0.

Lassuk be a tételt el6szor éles normdl jatékokra! Célunk az, hogy V-t N és P halmazok unidjira
bontsuk tgy, hogy pontosan az N-beli allasokbdl nyerhessen mindig a soron kovetkezo jatékos. A kivant
tulajdonsag ehhez az, hogy N-beli poziciébél menjen él P-belibe, P-belibdl viszont csak IN-belibe
lehessen 1épni. Ekkor egy N-beli poziciéban az elsé jatékosank nyer6 stratégiaja az, hogy N-belibol
mindig valamely P-belibe 1épiink, P-belibél pedig barhova; és egy ugyanilyen stratégia egy IN-beli
poziciébdl indulva a mésodik jatékosnak nyer6 stratégia.

A beosztést B(p) szerinti indukciéval végezziik. A végallapotokat, vagyis amikre S(p) = 0, helyezziik
P-be. Tegyiik fel, hogy minden olyan ¢-t, amire 3(q) < (p), mar besoroltunk P-be vagy N-be; példaul
minden olyan g-t is, melyre pg € E. Ha létezik legaldbb egy pg € E lehetséges 1épés, amelyre q € P,
akkor helyezziik p-t N-be. Ha minden pg € E élre ¢ € N, akkor helyezziik p-t P-be. FEzaltal a teljes
V-t két halmazra osztottuk. A bizonyitdst a 1. dbra szemlélteti a 2 x 3-as mérgezett csoki jatékra. (A
jaték online jatszhaté itt: www.math.ucla.edu/ tom/Games/chomp.html.)

Nem éles jatékok esetén a pozicidkat harom osztalyba osztjuk: N, P és D. D azon allasokat
tartalmazza, ahonnan indulva mindketten garantalni tudjik a legaldbb dontetlen kimenetelt (de nem
tudja garantélni a gyézelmet). Ismét B(p) szerinti indukciéval osztjuk be a pozicidkat. A nyel6k mér
be vannak osztva.

Az éles esettel megegyezOen, ha létezik legalabb egy pq € E lehetséges 1épés, amelyre ¢ € P, akkor
helyezziik p-t N-be. Ha nincs ilyen ¢, de létezik legalabb egy olyan, amelyre ¢ € D, akkor helyezziik
g-t D-be. Végiil ha egyik eset sem teljesiil, vagyis minden pq € E élre ¢ € N, akkor helyezziik p-t
P-be.

Ezaltal D-beli poziciobdl indulva mindenképp D-beli poziciéba érdemes lépni, kiilonben atadjuk a
masik jatékosnak a nyerési lehet&séget. O

Eles jatékra a bizonyitdsban szerepld P halmazt a jaték magjanak nevezziik (vagyis azt az egyér-
telm P C V halmazt, amire P-belib6l csak V'\ P-belibe lehet 1épni, de V' \ P-belibél lehet P-belibe
lépni). Egy allas tipusanak nevezzitkk P, N és D koziil azt, amelyikben benne van.

1.7. megjegyzés. Ha V véges, akkor a fenti bizonyitas egyszeriibben elmondhaté. A jaték végessége
miatt a (V, E) graf aciklikus, vehetjiik tehat egy forditott topologikus sorrendjét, vagyis a pozicidk
egy olyan pi,...,p, sorrendjét, ahol p;p; € E esetén j < i. Ebben a sorrendben soroljuk a cstcsokat
N-be, P-be illletve D-be.

1.8. feladat. Hogyan lehetne a fenti tétel gondolatmenetét olyan jatékokra dltalanositani, amiben a
gybzelem és vereség helyett tetszoleges valds szamot megengediink kimenetelnek, csak azt kovetelve
meg, hogy a jaték nulla-6sszegli legyen (tehét minden nyel6 pontnél meg van adva, hogy az odalépd
jatékos mennyit fizet a masiknak)?


http://www.math.ucla.edu/~tom/Games/chomp.html

1.9. feladat. Két jatékos a kovetkez® jatékot jatssza. Adott két kupac zseton, kezdetben az egyik
n darab, a masik m darab. A jatékosok felvaltva lépnek. A sorra keriil6 jatékos valamelyik kupacot
kidobja, és a masik kupacot két nemiires részre osztja. Az veszit, aki nem tud lépni (ez csak tgy
lehet, hogy mindkét kupacban 1 zseton van). Milyen (n,m) parokra van a kezdé jatékosnak nyerd
stratégidja?

1.10. feladat. Tekintsiik a kovetkez6 jatékot. Adott egy véges S = {s1,s9,... s} pozitiv egészekbél
allé halmaz, és egy n szam. Van egy n kavicsbdl all6 kupac, a két jatékos ebbdl felvaltva elvesz s; € S
darabot, tetszéleges i-re.

a) S ={2,4,7} esetén hatdrozd meg, hogy mely n szdmnak mi a tipusa (tehat, hogy P-allas vagy
N-allés-e)!

b) Bizonyitsd be, hogy tetszbleges véges S-re a P tipust alldsok halmaza egy idé utan periodikus!

1.2. Stratégialopas

A 1.4. tétel konstruktiv moédszert ad a nyer6 (vagy nem vesztd) stratégiadk meghatérozdsara. A hat-
ranya az, hogy a lehetséges allasok szama roppant nagy lehet: mar egy kisméretli tablan jatszott
amdbdban is csillagdszati. Erdekes médon bizonyos jatékokban annak ellenére meg tudjuk monda-
ni, melyik jatékosnak van nyerd vagy nem vesztd stratégidaja, hogy a stratégiat magat nem tudjuk
meghatarozni.

1.11. tétel. Tetszdleges n x m-es mérgezett csoki jatékban o kezddnek van nyerd stratégidja.

Bizonyitds. A 1.4. tétel alapjan vagy az kezdd, vagy a mésodik jatékosnak van nyeré stratégisja.
Tegyiik fel indirekten, hogy a méasodik tud nyerni. Ekkor a teljes tabla P-beli, és a masodik jatékos a
kezd6 tetszOleges 1épésére tud P-beli poziciéba 1épni. Legyen a kezdd jatékos els6 1épése a jobb felsd
kocka leharapéasa! Erre reakciéként a mésodik egy P-beli poziciéba tud lépni. Az elsé azonban egybdl
léphette volna ugyanezt, vagyis a teljes tabla nem lehetett P-beli, hiszen lehet bel6le P-beli poziciéba
lépni. O

A fenti tétel tiikrében meglepd, hogy az n x n és 2 x n méreteken kiviil semmi mas altaldnos
osztalyra nem ismert az els6 jatékos nyer6 stratégidja. A fenti bizonyitasi modszert stratégialopasnak
nevezziik. Ennek egy masik érdekes alkalmazasa az amdba. Tegyiik fel, hogy egy véges méretii tablan
jatszunk, és az nyer, aki k jelet ki tud gytjteni egyenesen vagy atléban. (A végtelen tablan jatszott
am@ba nem elégiti ki a kombinatorikai jaték definicidjat, hiszen egy jatszma 6rokké is tarthat akér.)

1.12. tétel. A wvéges tablan jatszott amdébdban a kezddnek mindig van nem vesztd stratégidja.

Bizonyitdas. Ismét a 1.4. tétel alapjan tegyiik fel indirekten, hogy a maéasodik jatékosnak van nyer6
stratégidja! Helyezzen el a kezd6 jatékos tetszéleges mg mezdn egy X-et. Tegyen gy, mintha ez nem
lenne ott, és most kezddédne a jaték! Jatsszon gy, ahogy a masodik jatékos jatszand a nem veszto
csupan akkor lehet probléma, ha a stratégia szerint neki éppen ide kellene 1épnie. Ilyenkor valasszon
tetszoleges még szabad m; mez6t, és 1épjen ebbe. Most m; veszi at a ,lathatatlan X7 szerepét, és
ugy jatszik tovabb az els6 jatékos, mintha mg-ra lépett volna, a stratégidjanak megfeleléen. Sziikség
esetén mq-et tovabbi mq, ms, ... mezdkkel helyettesiti, amig nem nyer vagy be nem telik a tabla, mely
esetben a jaték dontetlennel végzodik. O

A fenti bizonyitas az alabbi altalanos jatékokra is miikddik. A hipergrafikus jatékokban adott
egy véges U alaphalmaz, és U részhalmazainak egy H = {H;, Ho,..., H;} halmaza. A két jatékos
felvaltva megjeldli U egy-egy elemét; az a jatékos nyer, akinek el6szor sikeriil a sajat jelével egy H-beli
halmaz minden elemét megjelolnie. Ha ez nem kovetkezik be addig, amig U elemei elfogynak, akkor
a jaték dontetlennel ér véget. A fenti tételhez hasonldéan belathatd, hogy egy hipergrafikus jatékban a
kezdének mindig van nem veszto stratégidja.



1.3. k-nim és a Sprague-Grundy elmélet
1.3.1. Grundy-szamozas

A k-nim jatékban adott k kupac kavics, ezek méretei nq,...,ng. A soron kovetkez6 jatékos pontosan
az egyik kupacbdl vehet kavicsot, onnan viszont barmennyit, de legaldbb egyet. Az veszt, aki nem tud
lépni.

1.13. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha a k-nimben hozzavesziink a meglevé kupacokhoz két tovabbi,

egyforma méretli kupacot, akkor a jaték lényegében nem valtozik: ugyanannak a jatékosnak lesz nyer6
stratégiaja.

A pénzforgaté jatékban adott n pénzérme, mindegyik fejjel vagy irdssal felfele. A két jatékos
kozil a soron kovetkezd atfordithat egy fejet irdsra, és ezen kiviil még egy ettol balra levé érmét
atfordithat az ellenkezdjére (akér fejrél irdsra, akar irasrol fejre). Az veszt, aki nem tud lépni (vagyis
amikor mindegyik érme irassal van felfele).

1.14. feladat. A fenti feladat segitségével bizonyitsuk be, hogy a pénzforgaté jaték valdjaban ekvi-
valens a k-nimmel: ha (balrdl) az i. érme fej, az egy ¢ méretii kupacnak felel meg.

Az a és b szamok nim-Gsszegét a @ b-vel jeloljik, és a kdvetkezé modon kaphatjuk meg. Mind-
két szamot felirjuk kettes szdmrendszerben, és az azonos helyiértéken szereplé szamokat modulo 2
osszeadjuk (atvitel nélkiil!). Példaul 19 & 38 = 53, ugyanis
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Vildgos, hogy a nim-6sszeadas kommutativ és asszociativ miivelet. A miivelet két tovabbi egyszeri
tulajdonsaga:

a® b= c-bdl kovetkezik b c=a és a ® c=1b; (1)
az a @ ¢ = 0 egyenlet egyetlen megoldasa = = a. (2)
1.15. tétel (Bouton, 1901). Az ny,ne,...,ny méreti kupacokkal jatszott k-nimben a mdsodik jatékos-

nak pontosan akkor van nyerd stratégidja, ha ny ®ng @ ... B nk = 0.

Bizonyitas. P-belinek definidlunk egy &allast, ha a kupacok méreteinek nim-6sszege 0, egyébként pedig
N-belinek. Azt kell belatni, hogy P-beli allasbdl csak N-belibe lehet 1épni, viszont minden IN-beli
allasbdl lehet P-belibe 1épni. Tegyiik fel, hogy egy P-beli alldsban vagyunk, és a j. kupacbdl vesziink.
Ekkor n; egyenld a tobbi k—1 kupacban levé szamok nim-6sszegével; (2) miatt akdrhogyan médositjuk
is n;-t, a kapott alldsban nem lesz 0 a nim-0sszeg.

Tegyiik most fel, hogy egy N-beli dllasban vagyunk! Vegyiik a legnagyobb olyan helyiértéket, ahol
az Osszeg kettes szdmrendszerbeli felirasiban egyes szerepel! Legyen ez a t. helyiérték. Paratlan sok
olyan kupacméret kell legyen, ahol a t. helyen 1-es szerepel; legyen n; az egyik koziiliik. Legyen a
az m;-t6l kiillonb6zd kupacméretek nim-osszege. Vegytik észre, hogy a < n;, ugyanis a t. és minden
magasabb helyiértéken is 0 szerepel. Vegyiink el n; — a kévet a j. kupacbdl! Ekkor a @ a = 0 értékd,
vagyis P-beli allasba jutunk. O

Mi a helyzet, a k-nim betli valtozataval, tehat ha az veszit, aki az utolsé kavicsot veszi el? Egy
kupac esetén az elsé jatékos tud nyerni, feltéve, hogy legalabb két kavics van; egy kavics esetén pedig a
masodik jatékos. Ha minden kupacban pontosan egy kavics van, akkor paros sok kupac esetén az elso,
péaratlan sok esetén a masodik jatékos nyer automatikusan, akdarhogyan is jatszanak — pont forditva
mint a normal esetben.

Belatjuk, hogy minden més esetben ugyanazok a nyerdéallasok, mint a normal k-nimben. Elészor
is, ha egy kupacban egynél tobb kavics van, a tobbiben pontosan egy, akkor az els6 jatékos mindig
tud nyerni a nagy kupac 0-ra vagy 1-re allitasaval — 6sszhangban azzal, hogy ilyenkor a nim-6sszeg
nemnulla. Hivjuk az ilyen szitudciét L-allasnak.



Tegytik fel, hogy a kupacméretek nim-6sszege nem nulla (és legalabb két kupacban van még kavics).
Egész addig, amig legalabb két kupacban van egynél tobb kavics, jatsszon az els6 jatékos ugy, ahogy a
normal nimben, vagyis mindig lépjen gy, hogy a kupacok nim-6sszegét 0-va teszi. Vegyiik észre, hogy
az elso jatékos sosem léphet L-4lladsba, hiszen azokra a nim-6sszeg nemnulla. Elobb-utébb bekovetkezik
egy L-allads, amibe tehat a masodik jatékos lépett. Innentol az els6 mar nyerni tud. Ugyanigy lathato,
hogy ha a kezdeti nim-6sszeg nulla, akkor a méasodik jatékos tud nyerni.

A k-nimre tekinthetiink gy, mintha 1-nimet jatszanank k£ parhuzamos példanyban és mindig pon-
tosan az egyikben szabad 1épni. Most ezt dltalanositva definialjuk jatékok Osszegét, és meghatarozzuk
az egyes jatékokrol ismert informdciok alapjan az osszeg nyerd poziciit. A (V, E) és (V', E') jatékok
Osszegén a V x V' alaphalmazon jatszott jatékot értiink. (p,p’)-bdl pontosan akkor lehet (g, q’)-be
lépni, ha pqg € E és p' = ¢ vagy p'q’ € E' és p = q. Ha pg és p, kezd6pozicidk is meg vannak adva,
akkor az Osszeg jatékban is adott egy kezdGpozici6: (po,pp). Példdul a k-nim az 1-nimbél ismételt
Osszeadassal kaphato.

1.16. allitds. Ha a J = (V, E,pg) jaték P tipusi, akkor a J + J' iGsszeg-jaték tetszbleges J' jdatékra
ugyanolyan tipusi, mint J'.

Bizonyitds. Annak a jatékosnak, akinek J’-ben nyer§ stratégidja van, a kovetkezd lesz a nyerd stra-
tégidja J + J'-ben: lépjen J'-ben a stratégidja szerint, kivéve, ha a masik J-ben 1ép, ekkor a J-beli
nyerd stratégidja szerint lépjen (hiszen J-ben a masodiknak van nyer6 stratégiaja). O

1.17. allitas. Tetszéleges J és J' jdtékokra J és J + J + J' tipusa megegyezik.

Bizonyitds. A J-ben nyerd jatékos jatszon a J-beli nyeré stratégidja szerint, kivéve, ha a masik a J’
egyik példanyaban 1ép, ekkor 1épje ugyanezt a masik példanyban. O

1.18. kévetkezmény. Ha J+J' P tipusi, akkor minden J" jdtékra J+J" és J' +J" tipusa ugyanaz.

Azt mondjuk, hogy a J és J' jaték ekvivalens, ha J + .J' P tipust.

Az eredeti két jaték nyerd pozicidinak ismeretében megadhatdak-e az Osszegjaték nyeré pozicioi?
Els6 kozelitésben nem: az 1-nimben minden k& > 0 pozicié N-beli, a 2-nimben viszont (k,¢) akkor
P-beli, ha k = ¥, egyébként N-beli. A P és N osztalyokra bontas helyett a poziciék finomabb katego-
rizélasara lesz sziikség, ezt adjuk meg a kovetkezd definiciéban.

1.19. definicié. Adott (V, E) kombinatorikus jatékraa g : V' — Ny fiiggvényt Grundy-szamozasnak
hivjuk, ha minden p € V-re

g(p) = min{n € Ny : n # g(q) Vpq € E}.

Ezt a definiciét igy fogjuk réviditeni:

g(p) = mex{g(q) : pq € E},

(ahol a mex a minimal excludant roviditése és a legkisebb nemnegativ egészet jeloli, ami nincs benne
a halmazban). Egy (V, E, pg) kombinatorikus jaték Grundy-szama a g(pp) szam.

Vegyiik észre, hogy minden p végallapotra g(p) = 0 teljesiil. Ha adott a g szdmozas, akkor kézen-
fekvéen adddik, hogy P = {p : g(p) = 0} és N = {p : g(p) > 0}, ugyanis éppen azokra az értékekre
lesz g(p) pozitiv, amelyekre létezik olyan pq € E, hogy g(q) = 0.

1.20. tétel. Minden éles kombinatorikus jatéknak létezik (és egyértelmi) a Grundy-szimozdsa.

A bizonyitéas lényegében azonos a 1.4. tétel bizonyitadsaval. Annyit kell csupan valtoztatni, hogy a
soron kovetkez6 p-t nem P-be vagy N-be soroljuk be, hanem ¢(p)-t definiéljuk.

Példaként tekintsiik a Wythoff-nimet: ezt két kupaccal jatszak, és a soron kovetkezo jatékos
vagy az egyikbdl vehet el akdrmennyit, vagy pedig mindkettobdol ugyanannyit. Ezért - a 2-nimmel
ellentétben - az (n,n) 4llds nem lesz automatikusan P-beli. A tédblazat két koordindtatengelye a két
kupac méretét jeleniti meg. A p = (i,7) poziciéra B(p) = i + j, az értékeket erre vett indukciéval
szamolhatjuk.
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A Grundy szdmozés legfontosabb tulajdonsiga, hogy két jaték szdmozdsdnak ismeretében meg
tudjuk adni az 0sszeg szdmozdasat:

1.21. tétel (Sprague, Grundy). Legyen g : V. — Ny dlletve ¢’ : V! — Ny a (V, E) illetve (V',E")
jatékok Grundy-szdmozdsa. Ekkor a jdtékok dsszegének Grundy-szdmozdsa g® g : V x V' — Ny.

Bizonyitds. Legyen (p,p) € V x V' az Osszegjaték egy pozicidja, és legyen a = g(p) & ¢'(p'). Azt
kell beldtnunk, hogy (i) minden 0 < b < a-ra létezik olyan (p,p’)-bdl éllel elérhetd (q,q’), amelyre
9(q) @ ¢'(¢") = b; (ii) nincs olyan (p, p’)-bdl éllel elérhets (q,q’) pozicié, amelyre g(q) & ¢'(¢') = a.
(i)-hez legyen ¢ = a @b, és legyen t a legnagyobb helyiérték, ahol c-ben egyes szerepel. Mivel b < a,
ezért a t. poziciéban b-ben 0, a-ban pedig 1 szerepel. Mivel a = g(p) @ ¢'(p'), ezért g(p) és ¢'(p') kozil
az egyikben a t. helyen 0 van, a masikban pedig 1. A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy g(p)-ben
szerepel 1. Ekkor ¢® g(p) < g(p). Mivel g az els6 jaték Grundy-szdmozésa volt, ezért van olyan pq € E

él, hogy g(q) = c® g(p).
A jatékok Osszegének definicidja alapjan (g, p’) elérhetd (p, p’)-b6l. Ekkor

90 @d @)= (cagp)ed@)=cod(gp)dd@)) =cda=h.

Itt az asszociativitéast illetve (1)-et hasznaltuk.

(ii) belatasdhoz tegyiik fel, hogy egy (q,q") éllel elérhetd poziciora g(q) & ¢'(¢') = a. Az Osszeg
definiciéja miatt vagy p = q vagy p’ = ¢'; a szimmetria miatt tételezziik fel az utébbit. Ekkor a =
=g(p) ® g (') = g(q) ® g'(p). (1) felhaszndlésaval g(p) = a & ¢'(p') illetve g(q) = a @ ¢'(p’), tehdt
g(p) = g(q). Ez azonban ellentmond annak, hogy pq € E. O

1.22. kovetkezmény. A J = (V,E,py) és J' = (V' E',pp) jdtékok pontosan akkor ekvivalensek, ha
9(po) = 9 (pp)-

1.23. kovetkezmény. Minden J kombinatorikus jatékhoz létezik egy egyértelmi g szam, hogy J ek-
vivalens a g-nimmel, méghozzad a jaték Grundy-szima.

Els6 példaként tekintsiik a kovetkezd jatékot! Harom kupac kavics kozil a soron kévetkezd jatékos-
nak vagy az els6bdl legfeljebb 3, vagy a masodikbdl legfeljebb 5, vagy a harmadikbdl legfeljebb 6
kavicsot kell elvennie (de legaldbb egyet mindenképpen). Kinek van nyeré stratégidja, ha a harom
kupac elemszama eredetileg 19, 24, 157 Ha egy kupaccal jatszunk és 1 és m kozotti szamua kavicsot
vehetiink el, akkor kénnyen lathatd, hogy az n kavicst dllas Grundy-szama éppen az n szam m+1-gyel
valé osztasi maradéka. Vagyis a harom jaték Grundy-szama g¢1(19) = 3, ¢g2(24) = 0, g3(15) = 1. Az
Osszeg értéke ennek megfeleléen ¢(19,24,13) = 3@ 0@ 1 = 2, vagyis a kezdének van nyerd stratégidja.

1.24. feladat. Mi kell legyen a kezd6 els6 1épése?

Tovabbi példédink a tétel olyan alkalmazésait illusztraljak, amelyekben elsére nem nyilvanvald, hogy
tobb jaték Osszegérol van szo.
1.3.2. Kugli

A kugliban egy sorban kezdetben n kuglibdbu van feldllitva, melyeket a jaték folyaméan felboritunk.
A soron kovetkez6 jatékos felborithat egy vagy két szomszédos, még allé kuglit (de legalabb egyet
mindenképp fel kell boritania). Az nyer, aki az utolsé kuglit felboritja.

A jaték szempontjibdl az egymas melletti, még allé6 babuhalmazok mérete szamit. Vegyiik észre,
hogy a jaték ekvivalens a kovetkezd ,,kupacos jatékkal”. Adott néhany kupac; a soron kévetkezé jatékos
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az egyik kupac méretét csokkenti eggyel vagy kettovel, és a maradékot esetleg felosztja két tetszoleges
méret(i kupacra (de akar egyben is hagyhatja). Vildgos, hogy egy k kupaccal indul6 jaték tekinthetd
k, egy-egy kupaccal jatszott jaték Osszegének. Emiatt a Grundy-szdmozas meghatarozasahoz elég az
egyetlen kupacra vonatkozo jaték Grundy-szamainak meghatarozasa. Egy n méretii kupacbdl indulva
az {i,7} kupacméretek elérhetéek, ahol 0 <i,j, n —2 <i+ j <n — 1. Ennek megfelelGen

g9(n) = mex{g(n —1),9(n - 2),9(1) ® g(n - 2),9(1) ® g(n - 3),9(2) ® g(n - 3),9(2) © g(n —4),...}.
Vildgos, hogy ¢(0) =0, g(1) =1, g(2) = 2, g(3) = 3. A fenti képlet szerint
g(4) = mex{3,2,1 ®2,1® 1} = mex{3,2,3,0} = 1.

Ezzel a médszerrel meghatarozva g(n) értékeit, kidertil, hogy n > 70-re a Grundy-szamok periodikusak,
a peridédus hossza 12 (ezt nem bizonyitjuk be). Kidertl, hogy n = 0 az egyetlen szdm, melyre g(n) = 0,
vagyis mindig a kezd6nek van nyero stratégiaja. Ez valéjaban kénnyen latszik Grundy-szamozas nélkiil
is.

1.25. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a kugliban mindig a kezdének van nyerd stratégiaja! Mi ez a
stratégia?

1.3.3. Az altalanos pénzforgatd jaték

A kordbban ismertetett pénzforgatd jatéknak tekintsiik a kovetkez6 altalanositasat! Adott n pénzér-
me, mindegyik fejjel vagy irassal felfelé. A soron kdvetkezd jatékosnak ki kell vilasztania egy fejet,
és azt frasra atforditani. Ezen kivil az ettdl balra levé érméknek egy, a szabdlyok altal megengedett
részhalmazat kell atforditania. Az eredeti valtozatban ez az iires halmaz vagy tetszOleges egyelemii
halmaz lehetett. Altaldban azt irjuk eld, hogy ez a részhalmaz csak a kivilasztott (jobbszéls6) fej
pozicidjatél fiigghet, az érmék helyzetétol vagy a jaték korabbi 1épéseitél azonban nem. Formalisan,
minden 1 < i < n-re adott az {1,...,7 — 1} halmaz részhalmazainak egy S; halmaza. Egy 1épésben
ki kell valasztani egy ¢ poziciot, ahol fej szerepel, azt atforditani, valamint kivalasztani egy S;-beli
halmazt, és annak 6sszes elemét is atforditani.

El6szor is lassuk be, hogy ez egy véges jaték. Egy pozicioét elkddolhatunk azzal a kettes szamrend-
szerben felirt szAmmal, aminek a 2-hez tartozé helyiértéke 0, ha az i + 1. pénzérme iras és 1, ha fej.
Ez a szdm minden lépésben csékkenni fog, hiszen egy egyest 0-ra valtoztatunk, és utdna csak a kisebb
helyiértékeken valtoztatunk.

A nim legelsé valtozatat, amikor 1,2 vagy 3 kavicsot vehettiink el, példaul gy mondhatjuk ezen a
nyelven, hogy i > 4 esetén S; = {{i — 1},{i — 2}, {i — 3}}, S1 = {0}, Sa = {0,{1}}, Ss = {0, {1}, {2}}.

Az eredeti pénzforgatd jaték egy k-nimnek felelt meg. Az dltaldnos jaték is egy altaldnos kavicsos
jatéknak feleltetheté meg. Adott néhany kupac kavics. A soron kévetkezd jatékos kivalaszt egy ¢ méretii
kupacot, abbdl elvesz legaldbb egy kavicsot, a maradékot pedig kisebb kupacokra bontja. A szabaly az,
hogy minden 1ij kupac mérete az S; egyik eleme kell, hogy legyen. A lényegi észrevétel ismét az, hogy a
jatékosok nyerd stratégidin nem valtoztat, ha két ugyanakkora kupacot hozzavesziink a jatékhoz (vagy
pedig elvesziink).

Emiatt a megjegyzés miatt elég az olyan jatékokra koncentralnunk, ahol csak egyetlen fej van
(vagyis amik egy kupacnak felelnek meg). Ugyanis egy tetszéleges érmesorozattal jatszott jaték ekvi-
valens k ilyen Gsszegével, ahol k a fejek szama. Igy példaul az IFFIIFIF sorozat Grundy-széma az
IF, IIF, IIIIIIF és IIII1IIF jatékok Grundy-szdmainak nim-0sszege lesz. k-allasnak hivjuk azt,
amikor a k. helyen all fej, a tobbin iras.

Tekintsiik most azt a jatékot, amikor a jobbszélsé fejen kiviil még legfeljebb két masikat forditha-
tunk at, vagyis S; = {A: A C{1,...,i—1},|A| <2}. (A kavicsok nyelvén: kivilasztunk egy kupacot,
elvesziink bel6le legaldbb egyet, a maradékot pedig legfeljebb két részre osztjuk.)

Praktikusabb lesz ezuttal az érmék szamozasat 1 helyett O-val kezdeni. Jelolje g(k) a k-allds
Grundy-szaméat. Viladgos, hogy ¢(0) = 1, hiszen egy fejbdl csak a csupa irds allapot (a végallapot)
érhet6 el. Hasonldan, g(1) = 2. A 2-4lldsbdl, vagyis I1F-b6l elérhets 11, FI1I, IFI illetve FF1I. Ez
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utébbi Grundy-széma g(FFI) = g(FF) = g(F)®g(IF) = g(0)®g(1) = 3, vagyis g(2) = g(IIF) = 4.
Altaldban,
g(k) = mex{0,g(1),...,g(k = 1)} U{g(1) ®g(j) : 0 <i <j<k—1}

Ez alapjan kiszamolhatbak a kovetkezo értékek.
k0

g(k) 1

Lathatéan g(k) mindig vagy 2k vagy 2k + 1 lesz. Belatjuk, hogy ez azon mulik, hogy k kettes

szamrendszerbeli felirdsdban az egyesek szdma paros vagy paratlan. Ha péaros sok egyes van, akkor
szamot kegyesnek, ha paratlan, akkor kegyetlennek nevezziik.

4 5 6 7 8 9 10
8

1 2 3
2 4 7 11 13 14 16 19 21

1.26. tétel. Ha k kegyetlen, akkor g(k) = 2k, ha pedig kegyes, akkor g(k) = 2k + 1.

Bizonyitds. Kénnyen ellenérizhetéek az alabbi 6sszefiiggések:

kegyes @ kegyes = kegyetlen @ kegyetlen = kegyes
kegyes @ kegyetlen = kegyetlen @ kegyes = kegyetlen

Indukciéval bizonyitjuk az allitast. Tegytik fel, hogy k-nal kisebb értékekre méar belattuk. Mivel
megtehetjilk, hogy a k. poziciéban levé érmén kivil senkit sem forditunk at, ezért minden allasbol
elérhetd a csupa iras allapot, melynek Grundy-szama 0. Egy tovabbi érme atforditasaval elérhetiink
minden olyan allapotot, amelyben az i. helyen all csak fej (0 <i <k —1).

Vegyiik észre, hogy a {g(i) : 0 < ¢ < k — 1} halmaz éppen a 2k-nal kisebb kegyetlen szamok
halmaza lesz. Val6ban, egyrészt indukci6é miatt g(i) kegyetlen 1 < i < k — 1-re. Masrészt ha 2t < 2k
egy paros kegyetlen szam, akkor g(t) = 2¢, hiszen t is kegyetlen; ha pedig 2t + 1 < 2k kegyetlen, akkor
g(t) = 2t + 1, hiszen t kegyes.

Azt allitjuk, hogy a {g(i) ®g(j) : 0 < i < j < k—1} halmaz éppen a 0 és 2k kozotti kegyes szamok
halmaza. Valoban, megallapitottuk hogy két kegyetlen szdm nim-Gsszege kegyes, tehat a halmazban
szereplé minden szam kegyes. Konnyen lathaté tovabba, hogy tetszdleges kegyes szam felbonthatéd két
nala kisebb kegyetlen szdm nim-osszegére: tetszéleges a kegyes széamra ha 2! < a, akkor 2¢ és a — 2¢
kegyetlen szamok.

Osszegezve: a k-allasbél elérhetd poziciok Grundy-szamai pontosan a {0,1...,2k — 1} halmaz
elemei, tovabba a 2k, amennyiben kegyes. Ebbdl kovetkezik az allitas. O

A kovetkez6 pénzforgatd jaték a vonalzd nevet viseli. Itt a jobbszélsé atforgatott érmétél balra
barmennyit atforgathatunk, azonban csak tgy, hogy az 0sszes atforgatott érme folytonosan helyezkedik
el,azaz S; = {0,{j,7+1,...,i—1} : 1 < j <i—1}. Maradjunk most a pozicidk eredeti, 1-gyel kezd6d§
szadmozasanal; jelolje g(k) a k-allas Grundy-szamat, tehat amikor az elsé k — 1 érme irds, a k-adik
pedig fej. Kénnyen lathatéan

g(k) =mex{0, g(k —1), gk —1) @ g(k-2), ....9(k—1)@g(k-2)®...®g(1)}.
Kis k-kra az aldbbi értékeket kapjuk:

k1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
glk)y 1.2 1.4 1 2 1 8 1 2 1 4 1 2 1 16

1.27. tétel. g(k) értéke a legnagyobb olyan 2-hatvdny, amely osztja k-t.

Bizonyitds. Indukciéval bizonyitunk; tegyiik fel, hogy k-nal kisebb értékekre belattuk! Jeloljik h(k)-
val a k-t osztd legnagyobb 2-hatvanyt! Sziikségiink lesz egy lemmaéra:

1.28. lemma. Minden z szamhoz létezik egy olyan f(z) érték, amelyre
h(1)® ... h(f(2)) = 2.

Ha 2t < 2 < 201 — 1, akkor 2! < f(z) < 20H1 — 1.
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Bizonyitds. Tekintsiik z kettes szdmrendszerbeli felirasat! A legnagyobb helyiértékii (a ¢. helyen ll6) 1-
est hagyjuk valtozatlanul. Innen a kisebb jegyek felé haladva, ha a megvaltoztatott allapotban az el6zé
jegy egyes, akkor a soron kovetkez6 jegyet valtoztassuk ellenkezdjére; egyébként hagyjuk valtozatlanul.
Legyen f(z) az igy kapott szam. Példdul f(11) = 13, ugyanis 11 kettes szdmrendszerbeli alakja 1011;
a masodik szamjegyet 1-esre kell valtoztassuk, mivel el6tte egyes maradt; emiatt a harmadikat is meg
kell valtoztatni. Ennek 0-ra valtozdsa miatt azonban az utolsét valtozatlanul hagyjuk, 1101-hez jutva.

Legyen z; illetve f(z); a z illetve f(z) kettes szamrendszerbeli felirdsaban az i helyiértéken szerepld
szamjegy. Azt kell belatni, hogy ha z; = 1, akkor h(1),...,h(f(2)) kozott 2! paratlan sokszor szerepel,
egyébként paros sokszor. A legmagasabb helyiértékre ez vildgos, hiszen a konstrukciéban 2! < f(z2) <
< 211 1 trividlisan teljesiil.

Legyen r az f(z) legkisebb ¢ + 1 helyiértékének torlésével keletkezd szam. Vegyiik észre, hogy
h(1),...,h(r) kozott 2¢ paros sokszor szerepel. Tegyiik fel, hogy f(2);+1 = 0. Ekkor a konstrukci6
szerint f(z); = z;. Ekkor z; = 0 esetén h(r +1),...,h(f(2)) kozt 2¢ egyszer sem szerepel, ha z; = 1,
akkor pedig pontosan egyszer. Ha viszont f(z);4+1 = 1, akkor f(z); = 1 — z;. Valéban, ekkor h(r +
+1),..., h(r+21) kézt 2¢ egyszer szerepel. Ezért sziikséges az i. szdmjegyet ellenkezdjére valtoztatni.
&

Legyen k = 2%(2z + 1). Azt akarjuk igazolni, hogy g(k) = 2t. A k-allasbdl elérhetd 4llasok a
csupa irds (ennek Grundy-szdma 0), illetve azon &llasok, amikor valamely a € {1,2,...k — 1}-re a
k—1,k—2,...,k— a pozicickban szerepel fej. Ez utébbi Grundy szdma az indukci6é miatt g(k — 1) @
@...0g9k—a)=hk-1)®...®g(k—a).

Ha i < t, akkor 2! pontosan akkor osztja k — a-t, amikor a-t. Ha i > t és a < 2!, akkor 2 nem
osztéja k — a-nak. Ezért 1 < a < 2! — 1-re h(k — a) = h(a), ami alapjan az indukcié miatt

{glk—1),9k—1)Dglk—2),....9k—1)@...0g9k—-2"+1)} =
={h(k—1),h(k-1)Dh(k—-2),....,h(k—1)@...0h(k—2"+1)} =
={h(1),h(1) D R(2),....,.h()D...®h(2" - 1)} =

= {9(1),9(1) & g(2),...,9() & ... & g(2" = 1)}.

Ez utébbi halmaz a lemma méasodik fele miatt éppen az {1,2,...,2" — 1} halmazzal azonos. Az allitas
kovetkezik, ha belatjuk, hogy a > 2! esetén g(k—1)Dg(k—2)®...®g(k—a) # 2'. a = 2t-re 21+ | k—a,
ezért 2071 | g(k—a). Ekkor a nim-6sszeadanddk kozott g(k—a) az egyértelmii legnagyobb ketté hatvany,
igy a nim-6sszegben a legnagyobb helyiértékii egyes legaldbb a (¢ + 1)-edik helyiértéken szerepel.
Koénnyti végiggondolni, hogy ha a értékét eggyel noveljiik, a legnagyobb helyiérték nem csokkenhet.
Ezért minden a > 2! esetén a nim-6sszeg szigoriian nagyobb lesz 2t-nél. O

1.29. megjegyzés. A 1.28. lemméban megadott f(z) szamozast Gray-kédnak hivjak, és szdmos
tovabbi érdekes tulajdonsiga van. Példaul minden z-re f(z) és f(z+ 1) pontosan egy szamjegyben tér
el a kettes szamrendszerben.

1.3.4. A sovényvagé jaték

A sovényvagé jatékban adott egy (nem feltétlentil Osszefiiggd) irdnyitatlan graf (novények), és a
cstcsok egy kijelolt T' részhalmaza, melyek kozott nem megy él. T-re tigy gondolunk, mint a talajon
elhelyezkedd csticsokra. Két kertész a kovetkezd jatékot jatssza: felvaltva kitordlnek egy-egy élt a
grafbdl, és vele egytitt minden olyan cstcsot, ahonnan méar nem lehet elérni a talajt (azaz T-beli
pontot). Az veszt, aki nem tud lépni, vagyis méar csak a T-beli csiicsok maradtak, amikor & keriil
sorra. A 2. dbra példajaban a vastag vizszintes vonal a talaj, az arra esé pontok tartoznak T-be.

A jaték legegyszerlibb valtozatdban egy bambuszligeten jatszanak: a graf k diszjunkt utbdél all,
T ezek egyik végpontjainak halmaza. Vegyiik észre, hogy ekkor a jaték azonos a k-nimmel! A kovet-
kez6kben meghatdrozzuk a Grundy-szamozast arra az esetre, amikor a graf egy erdd (fak diszjunkt
uni6ja), és minden fa pontosan egy T-beli pontot tartalmaz. Egy b cstics leszarmazottainak azokat a
cstucsokat nevezziik, akikbe a talajtél b-n keresztiil lehet eljutni.

Nevezziik a graf egy legalabb harmadfoku csiicsdt bognak, ha az ¢ leszarmazottait tartalmazé
komponensek mindannyian utak. Ezeket az utakat hajtasnak nevezziik.
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A

2. dbra

1.30. allitas. Ekvivalens jdtékot kapunk, ha egy bogndl eltdvolitjuk az dsszes hajtdst, és a hosszaik
nim-osszegével megegqyezd hosszusagu hajtissal helyettesitjiik.

Bizonyitds. Altaldnosabban a kovetkezét bizonyitjuk. Legyen G tetszéleges graf, Hy és Hy pedig két
olyan graf, amelyek Grundy-szdma azonos, és egyetlen T-beli pontot tartalmaznak. FEzzel a T-beli
ponttal ragasszuk ra Hi-et illetve Hs-t G-nek ugyanarra a csicsira. Ezaltal a Gy és Go grafokat

kapjuk (1d. 3. ébra).
G G :

3. abra

Belatjuk, hogy Gy és G5 Grundy-szama ugyanaz. Ez pontosan akkor teljesiil, ha a nim-6sszegiik
nulla, ami pedig épp azzal ekvivalens, hogy a G1 + G2 grafon (a diszjunkt unién) jatszott jaitékban a
masodiknak van nyerd stratégiaja.

Jeloljiik Hi-vel és Hi-vel a Hi-bél illetve Ho-bél maradt aktudlis részt az i-edik 1épés utdn és
vegylnk egy paros i-t, vagyis egy olyan allast, amikor az els6 jatékos jon. Ha az elsé jatékos G-beli
élt valaszt az egyik grafban, akkor a masodik valassza ugyanazt a masik grafban! Ha pedig H? vagy
Hi-beli élt vélaszt, akkor pedig vélasszon tgy egy élt H f“—ben vagy H%'H-ben, hogy a H f+2 és H§+2
Grundy-szdma tovabbra is megegyezzen. Ez lehetséges, hiszen H f“ és H;H Grundy-szdma kiilonb6z6
lesz, és a nagyobbik Grundy-szamuban el tudunk vagni egy élt tigy, hogy utana ugyanaz legyen a két

Grundy-szam. O

Az el6bbi Allitas segitségével tetszéleges erddt vele azonos Grundy-szamu bambuszligetté alakit-
hatunk. Ha mar nincsen bog, készen vagyunk. Ha van, akkor az egyiken alkalmazzuk az allitasban
szereplé miiveletet; ezaltal a bogok szdma csékken. A 4. dbra ezt illusztralja.

1.31. feladat. A fenti atalakitasi folyamat segitségével dolgozzunk ki eljarast a nyeré stratégia meg-
hatarozasara!

1.32. megjegyzés. Valdjaban az is bebizonyithatd, hogy ha a grafban van kor, akkor ekvivalens
jatékot kapunk, ha a kort osszehtizzuk egy ponttd (a kor éleibél igy hurokélek lesznek, amiket aztén
1-hosszu hajtasokkal helyettesithetiink). A Winning Ways for Your Mathematical Plays kényvben
taldlhaté bizonyitas elég bonyolult, viszont a segitségével algoritmust is kapunk a nyerd stratégiara.
Ha ezt kombindljuk a fenti dtalakitassal, akkor azt kapjuk, hogy a sévényvagd jatékban van polinomialis
algoritmus a nyerd stratégia meghatarozasara.
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4. abra

1.4. Partizan jatékok

Ebben a fejezetben partizan jatékokat vizsgdlunk. Legyen a két jatékos Piros és Kék, és ennek megfe-
leléen a pozicidk két osztalyat szinezziik pirosra és kékre: a piros jatékos csak piros poziciébdl léphet
kékre, Kék pedig csak kékrél pirosra. Az eddig tanultakbdl mér kovetkezik, hogy minden pozicional
vagy a kezdOnek vagy a masik jatékosnak van nyero stratégiaja, és a Grundy szamozast is meg tudjuk
hatarozni. A kérdés az, hogy jatékok Osszege hogyan értelmezhetd?

Hogy 0Osszegrdl lehessen beszélni, olyan jatékokat kell tekinteniink, ahol a piros és kék pozicidk
kozott van egy bijekcid; az egyszeriiség kedvéért tigy is mondhatjuk, hogy csak egy pozicié-halmaz
van, de egy adott poziciéobdl Pirosnak és Kéknek kiilonbozéek a lehetséges 1épései. Specialisan a kez-
dopozicidnak is két Grundy szama van: ha Piros kezd, illetve ha Kék kezd. Ezért az ilyen jatékoknak
négy tipusa van:

— Mindkett6 pozitiv: kezdd nyer

— Piros pozitiv: barki kezd, Piros nyer
— Kék pozitiv: barki kezd, Kék nyer

— Mindkett6 0: kezd6 veszit.

A J és J' jaték osszegének a természetes definicidja az, hogy a soron kovetkezd jatékos a sze-
mélytelen 6sszeghez hasonldéan kivalaszthatja hogy melyik jatékban 1ép, de ott csak a sajat szinének
megfelel6 1épést tehet. Figyeljiik meg, hogy ez a definicié nem ugyanaz, mint a személytelen Gsszeg,
ezért a Grundy szamozas sem hasznalhat6 az Osszeg tipusanak a megéllapitasara. Rdadasul az Osszeg
végességével is gondok vannak:

1.33. allitas. Van olyan J és J' korldtos lépésszamai jdték, hogy J + J' nem véges.

Bizonyitds. Legyen J és J' pozicibhalmaza a nemnegativ egészek halmaza. J-ben Piros i-bdl (i +
+ 1)-be léphet ha i > 0, Kék pedig i-bdl 0-ba ha i > 0. J'-ben Piros és Kék szerepét felcseréljiik.
A kezd6pozicié mindkét jatékban az 1. Konnyen latszik, hogy barmely poziciébdl legfeljebb 2 1épés
tehetd, igy a jatékok korlatos 1épésszamuak. Azonban J + J'-ben megengedett az a jaték, hogy Piros
a J-beli piros titon megy elére, Kék pedig a J'-beli kéken, igy végtelen sok 1épést tehetnek. O

Hogy a fenti példat kiiktassuk, mostantél olyan jatékokra szoritkozunk, ahol a piros és kék graf
unidja is korlatos 1épésszamu. Egy ilyen J jaték negativja az a —J jaték, amit kék és piros szerepének
felcserélésével kapunk.

1.34. Allitas. Tetszéleges J és J' jdtékokra J + J' — J' ugyanolyan tipusi, mint J. Specidlisan, a
J' — J jatékban a kezdd veszit.

Bizonyitdas. Tegyiik fel hogy Piros kezd, és tekintsiik azt a jatékost, akinek ebben az esetben J-ben
nyerd stratégidja van. Neki J + J' — J'-ben a kovetkezd stratégidja nyer6: J-ben 1ép a nyerd stratégidja
szerint, kivéve ha a mésik jatékos .J'-ben vagy —J’-ben 1ép, amikor is 6 ugyanazt 1épi a mésikban
(tiikor stratégia). O
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1.35. allitas. Ha Piros kezdése esetén J-ben is és J'-ben is van Kéknek nyerd stratégidja, akkor
J + J'-ben is van.

Bizonyitds. Kék mindig abban a jatékban vilaszol a nyer6 stratégidja szerint, ahol Piros lépett. [

Az utébbi allitas azt sugallja, hogy ha két olyan jatékot adunk Ossze, ahol Kéknek ,elénye van”,
akkor az Osszegben is elénye lesz. Ezen fellelkesiilve kittizhetnénk célként, hogy az ,,elényt” valamilyen
méroszammal jellemezziik: ha J-ben Kéknek nagyobb el6nye van, mint J’-ben, akkor J-J’-ben Kék
nyer. Sajnos ilyen méroszamot nem lehet minden jatékhoz hozzarendelni, mert a ,kezdé nyer” és a
»kezdd veszit” tipusu jatékok Osszehasonlitiasa nehézségekbe iitkozik. Példaként nézzik a piros-kék-
z0ld s6vényvagd jatékot. Itt az élek harom szinnel vannak szinezve, és mig a zold éleket mindkét jatékos
elvighatja, a piros és kék éleket csak az ugyanolyan szinii jatékos.

Nézziink egy 2 hosszi bambuszt, aminek a tove zold, a teteje piros. A zold él elvagasaval a kezdd
nyer, igy egyik jatékosnak sincs elonye. Ha viszont két ilyen bambuszt tesziink egymas mellé, azaz a
jaték kétszeresét vessziik, akkor barki kezd, Piros nyer, tehat Pirosnak van elonye.

A példa mutatja, hogy az elényt nem lehet egyetlen mérészammal jellemezni. Hogy mégis hogyan
lehet az elényt karakterizalni, az kitolti a Winning Ways for Your Mathematical Plays kdnyv egész
elsé kotetét. Ebben a jegyzetben szerényebb célt tiiziink ki: némi bevezetés utan meghatarozzuk a
jatékoknak egy olyan csaladjat, ahol mérheté az elony.

1.4.1. Részbenrendezés a jatékok ekvivalencia-osztalyain

1.36. definicié. J = J', ha J — J'-ben Piros kezdése esetén Kék nyer.
Ez a relacié az 1.34 allitas miatt reflexiv. Megmutatjuk, hogy tranzitiv is.
1.37. Allitds. Ha J = J' és J = J", akkor J = J"

Bizonyitds. Az 1.34 allitas szerint J — J” ugyanolyan tipusd, mint J — J 4+ J' — J”. Mivel J — J'-ben
és J' — J"-ben Piros kezdése esetén Kék nyer, igy az 1.35 allitds szerint J — J' + J' — J"-ben is. [

1.38. definicié. J~ J' ha J < J és J = J.

Ez ekvivalencia-rel4ci, rdaddsul a 1.35 4llitds miatt ha J ~ J' és K ~ K’, akkor J + K ~ J' +
+ K'’. Azonban a < reldci6 csak részbenrendezést, nem pedig rendezést ad az ekvivalencia-osztalyokon,
hiszen van olyan J és J' jaték, hogy J A J' és J # J'. Példaul ha J a fenti zold-piros bambusz, J'
pedig az tires jaték.

Ahhoz, hogy definidljuk a ,,jol kezelhet&” jatékok csaladjat, sziikség van egy elsére redundansnak
tiiné jelolésre. Egy J jaték 1épés-reprezenticidja J = (R, B), ahol R azon jatékok halmaza, ami-
ket Piros egy lehetséges els6 1épése utan kapunk, B pedig azon jatékoké, amiket Kék egy 1épésével
megkaphatunk. Az aldbbi lemma mutatja, hogy ha csak a jaték ekvivalencia-osztdlya érdekel minket,
akkor a reprezentacid leegyszeriisithetd:

1.39. lemma. Adott egy tetszbleges J = (R, B) partizin jdték. Ha Jp € R, Jp € R, és Jp = Jg,
akkor J és J' = (R\ {Ji}, B) ekvivalens.

Bizonyitds. Tekintsiik a J' — J jatékot. Ha Piros kezd, Kék a tiikor stratégidval nyer. Ha Kék kezd,
de nem a J' — Jp poziciéra 1ép, akkor Piros nyer a tikor stratégidval. Végiil ha Kék kezdéként a
J' — Jp, poziciéra 1ép, akkor Piros a Jr — Jp, poziciéra 1ép, ahonnan a Jp < J, feltétel miatt van nyerd
stratégiaja. O

A lemma szerint Piros lehetséges els6 1épései koziil csak a részbenrendezés szerint minimadlisak, mig
Kék els6 1épései koziil csak a részbenrendezés szerint maximalisak az érdekesek. Az aldbbiakban rekur-
zivan definidljuk a numerikus jatékok csaladjat, ahol, mint majd latjuk, az ekvivalencia-osztalyokon
rendezés van, és igy ekvivalencia erejéig csak egy érdekes 1épése van mindkét jatékosnak. Jelolje J < J'
azt, hogy J <X J' és J # J'.
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1.4.2. Numerikus jatékok

1.40. definicié. A J = (R, B) jaték numerikus, ha tetszbleges Jp € R és Jp € B esetén Jp és Jp
numerikus, és Jp < J < Jg.

A rekurziv definicié azért legitim, mert feltettiik, hogy a piros és kék graf unidja korldtos 1épés-
szémi. Erdemes belegondolni, hogy mit jelent a definiciéban szerepld egyenlétlenség: egy numerikus
jatékban egy jatékos barmelyik 1épésével csak ronthat a sajat helyzetén, azaz minden 1épés egy kevésbé
el6nyo6s pozicidba visz. Néhany tulajdonsag ebbol rogton kovetkezik.

1.41. allitas. Numerikus jdtékok 6sszege numerikus.
Bizonyitas. Kovetkezik a 1.35 allitasbol. 0
1.42. lemma. Egy numerikus jaték nem lehet ,kezdd nyer” tipusi.

Bizonyitds. Tegyiik fel hogy Pirosnak kezddként van egy Jr nyer6 kezdé 1épése, azaz Jp =< 0. A
definicié szerint Kék tetszbleges Jp kezdo 1épésére Jp < Jg, azaz Jg < 0, tehat Jp-ben Piros nyer. [

1.43. kovetkezmény. Numerikus jatékok esetében < egy rendezés az ekvivalencia-osztdlyokon.

Bizonyitds. A 1.42 lemma értelmében J < J' és J = J' koziil legaldbb az egyik teljesiil. O

Eszerint egy numerikus jaték lépés-reprezentaci6ja ekvivalencia erejéig irhaté J = (Jg, Jg) alak-
ban, hiszen (ekvivalencia erejéig) egyetlen optimalis 1épése van mindkét jatékosnak. A kovetkezékben
ennél erésebbet is beldtunk: minden J numerikus jatékhoz hozzarendelhetd egy v(J) szam 1gy, hogy

- v(@)=0
—o(J+J)=v(J)+v(J)
~v(J)>v(J) e J=J.

1.44. definicié. Egy J = (Jg, Jp) numerikus jaték v(J) értéke az az egyértelmii . alaki raciondlis
szam, amire

— k a legkisebb nemnegativ egész, amire 1étezik a egész szdm, hogy v(Jp) < 5 < v(Jr),
— a a legkisebb abszolut értékii egész, ami az el6z6 tulajdonsagot teljesiti k-val.
Csak a rendezésre vonatkozo allitast bizonyitjuk be, a tobbit az olvaséra bizzuk.

1.45. tétel. v(J) >v(J') & J = J'.

Bizonyitds. Elég belatni, hogy v(J) > v(J') esetén J = J', hiszen ekkor szimmetria okokbdl v(J) <
< u(J') esetén J < J'. Legyen tehdt J = (Jg,Jp) és J' = (Jg,Jp) olyan numerikus jaték, hogy
v(J) = a/2% > d’ /2" = v(J'). Azt akarjuk beltni, hogy J — J'-ben Piros kezdése esetén kék nyer.
Indukciéval bizonyitunk a J és J' 1épésszam-korlatjanak osszege szerint, azaz tudjuk, hogy valahdny
lépés utan kapott jatékokra mar igaz a tétel allitdsa. Tobb esetet kiillonboztetiink meg aszerint, hogy
mi Piros els6 1épése.

1. eset: Piros a Jgr—J' poziciéba 1ép, és Jg = Jp. Ekkor Kék léphet a Jg — Jj poziciéba, ahonnan
van nyer6 stratégidja.

2. eset: Piros a J — Jj; poziciéba 1ép, és Jp = Jp. Ekkor Kék léphet a Jp — J; pozicidéba, ahonnan
van nyer6 stratégiaja.

3. eset: Piros a Jp — J' poziciéba 1ép, és Jr < Jp. Ekkor indukcié szerint v(J') < v(J) <
< v(Jr) < v(Jp). Legyen Jr = (Jrgr,Jrp) és Kék lépjen a Jrp — J' poziciéba. Ha Jrp = J',
akkor Kéknek innen van nyer$ stratégiaja, feltehetd hat, hogy Jrp < J', és az indukciés feltevés
miatt v(Jrp) < v(J'). Ez azt jelenti, hogy mind v(J’), mind v(Jg) szigorian max{v(Jg),v(Jrp)}
és min{v(Jy),v(Jrr)} kozott van. Az értéket definidlé szabdly szerint ez csak v(J') = v(Jg) esetén
lehetséges, de elébb lattuk, hogy v(J') < v(JR), ellentmondés.
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4. eset: Piros a J — Jp poziciéba 1ép, és Jp < Jp. A bizonyitis anal6g a 3. esettel, de a teljesség
kedvéért leirjuk. Indukeié szerint v(Jp) < v(Jp) < v(J') < v(J). Legyen Jip = (Jpg, Jpg) és Kék
lépjen a J — Jpp poziciéba. Ha Jip < J, akkor Kéknek innen van nyeré stratégidja, feltehetd hat,
hogy Jpp > J, és az indukcids feltevés miatt v(Jpp) > v(J). Ez azt jelenti, hogy mind v(J), mind
v(Jp) szigoruan max{v(Jg),v(Jgp)} és min{v(Jg),v(Jpp)} kozott van. Az értéket definialé szabaly
szerint ez csak v(J) = v(Jj) esetén lehetséges, de el6bb 14ttuk, hogy v(J) > v(Jj), ellentmondés. [J

1.4.3. Piros-kék sovényvagas

A piros-kék sovényvagé jatékban csak piros és kék élek vannak, és mindkét jatékos csak az 6 szi-
nének megfelel6 élt vaghat. A piros-kék-zold sévényvagassal ellentétben itt nem lehet, hogy a kezd6nek
van nyerd stratégidaja. S6t, megmutatjuk hogy minden piros-kék sévényvago jaték numerikus.

1.46. tétel. Ha J = (R, B) piros-kék sévényvdgo jaték, akkor numerikus

Bizonyitds. Nyilvin minden 1épés piros-kék sovényvagd jatékhoz vezet, ezért azt kell belatni, hogy
tetszOleges Jp € R és Jp € B esetén Jp < J < Jg. Szimmetria miatt elég belatni, hogy Jp < J.
Tekintsiik a J — Jp jatékot, és lassuk be, hogy mindenképp Kék nyer. Ha 6 kezd, léphet Jp — Jp-be,
ahol a tiikor stratégiaval nyer. Az érdekes eset tehat az, amikor Piros kezd. Legyen e az a kék él, aminek
a torlésével J-bdl Jp-be jutunk. Kék egészen addig alkalmazhatja a tiikor stratégiat, amig piros ki
nem t6rol egy olyan élt a J-hez tartozd grafbodl, aminek a tiikérképe —Jp-ben nincs benne. Ilyen él
csak akkor lehet, ha a J-hez tartozé grafbdl e még nem lett tordlve. Legye Kék valaszlépése az, hogy
torli az e élt. Ekkor tjra egymas tiikorképe lesz a két graf, és innnen Kék nyer a tiikor stratégiaval. [

A 1.45. tétel szerint minden sévényvago jatékhoz tartozik egy diadikus tort érték, ami azt méri,
hogy Kéknek mennyi elénye van. Felmeriil a kérdés, hogy a zold sévényvagashoz hasonléan igaz-e,
hogy minden jaték ekvivalens egy bambuszligettel. A véilasz igen, rdadasul elég csak specialis tipust
bambuszokat nézni. Nevezziik Py-nak azt a k éli bambuszt, aminek alsé éle kék, a tobbi meg piros.
Koénnyen ellenérizhetd, hogy v(Py) = 1.

1.47. allités. k > 2 esetén Py + Pj, ekvivalens Pj,_1-gyel, tehdt v(Py) = 27",

Bizonyitds. Tegyiik fel hogy k' < k-ra igaz az allitds. Nézziik a Py + P, — Py_1 jatékot. Ha Piros kezd,
akkor Kéknek a kovetkezd nyerd stratégidja: ha Piros kivagja — P_1-et, akkor Kék kivagja az egyik
Py-t, és a maradék Pp-n 6 nyer. Ha Piros az egyik Pi-ban 1ép, akkor Kék kivagja a masik Pj-t, és igy
egy P — Py_1 jatékot kapunk, ahol ¥’ < k — 1, {gy a feltevés szerint Kék nyer.

Nézziik mi van, ha Kék kezd. Amig 3 bambusz van, addig Piros fenn tudja tartani, hogy mindkét
kék t6vii bambusz szigordan hosszabb, mint a piros tovii. Ha Kék valamikor kivagja az egyik kék toviit,
akkor Py — Ppu-t kapunk valamilyen &’ > k”-re, amiben méar tudjuk hogy Piros nyer. O

Az allitas kovetkezménye, hogy minden pozitiv diadikus tértre van olyan, csak By tipusi bambu-
szokbol 4116 bambuszliget, aminek ez a diadikus tort az értéke. Igy minden piros-kék sovényvagé jaték
ekvivalens egy ilyen (vagy negativ esetben forditott szinezésii) bambuszligettel.

Van azonban egy jelent0s kiilonbség a z6ld sovényvagashoz képest. Lattuk, hogy ott polinom id6ben
meg is tudtunk konstrudlni egy ekvivalens bambuszligetet, igy ki tudtuk szamolni a jaték Sprague-
Grundy szamat és egy nyero stratégiat. Piros-kék esetben ez jéval nehezebb.

1.48. tétel. Piros-kék sovényvdgo jatékok értékét NP-nehéz kiszdmolni.

A tételt nem bizonyitjuk, csak megjegyezziik, hogy lehet a jatékoknak egy olyan csaladjat definialni,
ahol az érték azon mulik, hogy a piros élek részgrafjaban mekkora a kék élek végpontjait 6sszekoto
legkisebb Steiner fa.

1.5. Poziciés jatékok

Pozicids jaték alatt tobbfajta jatékot értiink, amiknek kozos tulajdonsaga, hogy a két jatékos felvaltva
foglal el egy mezot egy alaphalmazbdl, és az, hogy ki nyer, egy halmazrendszerrel van definidlva.
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1.5.1. Erddés—Selfridge tétel

A porziciés jatékok egyik csoportja az épit6—rombold (angolul maker—breaker) jatékok, aminél az
egyik jatékos, az épitd célja a halmazrendszer valamely halmazanak elfoglaldsa, és a masik, rombolé
jatékos nyer, ha ez nem sikeriil. A halmazrendszer elemeit nyerd halmazoknak nevezziik. Mivel
dontetlen nem fordulhat el6, tudjuk, hogy valamelyik jatékosnak van nyerd stratégidja.

1.49. tétel (Erdds, Selfridge). Legyen egy épité—rombolé jaték alaphalmaza U és tegyiik fel, hogy a
nyerd halmazok £ rendszerére teljesiil, hogy Y xce 2~ X1 < 1/2. Ekkor a rombolé jdatékosnak van nyerd
stratégidja, akdr kezd, akdr mdsodik.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy az épit jatékos kezd (miért?). Definidljuk egy F C 2Y halmazrendszer

veszélyét a
v(F) = Z 21X
XeF

szamként. (Varhatéan ennyi csupa kék halmaz lesz F-ben, ha X elemeit véletlenszeriien kiszinezziik
kékre és pirosra.) A feltétel miatt v(€) < 1/2.

Legyen A; = {a1,as,...,a;} az épitd els6 i 1épése, B;_1 = {b1,ba,...,b;_1} pedig a rombolé jatékos
els6 i — 1 1épése. Az i-edik kor kozepétdl nézve (amikor rombold kovetkezik) a jaték szintén egy épité-
rombolé jaték, U; := U \ (4; U B;_1) ,tablaval” és & = {X \ A; : X € &, X N B;—1 = 0} nyerd
halmazokkal.

Epit6 az elsé 1épésével néhany halmaz veszélyét a kétszeresére noveli, igy az Gssz-veszélyt minden-
esetre legfeljebb kétszerezni tudja, tehdt v(£1) < 1. Azt &llitjuk, hogy rombolé el tudja érni, hogy
mindegyik &; rendszer veszélye 1 alatt legyen. Ebbol kovetkezik, hogy épité nem nyerhet, hiszen az
ireshamaz veszélye 1.

Rombol6 vélassza mindig azt a b; elemet U;-bél, ami maximalizalja 3" xce. . c x 271%! értéket. Ekkor

v(E) =v(&) - Y. 27Xy 3 271X < (&),
Xe&;b,eX Xe&iai11€X,0;¢X

tehat az allitast belattuk. O

Egy halmazrendszert 2-szinezhet6nek neveziink, ha az alaphalmaz elemeit ki lehet szinezni két
szinnel gy, hogy ne legyen egyszinli halmaz a rendszerben.

1.50. allitas. Ha egy € halmazrendszerre a rombolonak van nyerd stratégiaja (mdsodik jatékosként),
akkor 2-szinezheto.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy akkor is a rombol6 nyerne, ha 6 kezdene. Jatsszon mindkét jatékos a rombold
stratégidja szerint, és szinezzilk a pontokat aszerint, hogy ki foglalja el: az épité pontjait kékkel, a
rombold pontjait pirossal. Ekkor mindketten elérik, hogy minden &-beli halmazbdl legyen pontjuk,
vagyis a kapott szinezés j6 2-szinezés. O

1.51. kévetkezmény. Ha egy € k-uniform halmazrendszerre |E| < 2871, akkor £ 2-szinezhetd.

Bizonyitds. Rogton kovetkezik az 1.49. tételbdl és az 1.50. allitasbol, hiszen v(£) = 27%|&| < 1/2. O

Az 1.49. tétel becslése éles a kivetkezé értelemben: van olyan k-uniform, 2¥~1 elemszamt &£ hal-
mazrendszer, amire Epité kezd8ként nyer. Tekintsiink ugyanis egy k szint{i binaris fat, és legyen &
a teljes 4gak (mint csticshalmazok) altal alkotott halmazrendszer. Ekkor £ k-uniform, |€| = 281,
és épitd konnyen tud nyerni: kezdd 1épésként a gyokeret valasztja, késébb pedig mindig az utoljara
valasztott cstcsanak egy olyan gyerekét valasztja, aminek a részfijaban Rombol6 még nem rombolt.

Ha tudunk a k-uniform £ halmazrendszer maximalis fokszdmara (azaz az egy elemet tartalmazé £-
beli halmazok maximalis szamara) fels6 becslést mondani, akkor kicsit erésebb tételt is kimondhatunk.
Jelolje A(E) a maximélis fokszdmot.
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1.52. tétel. Legyen eqy épité—rombolo jaték alaphalmaza U és tegyiik fel, hogy a nyerd halmazok £
rendszere k-uniform, és teljesiil rd, hogy |E| + A(E) < 2F. Ekkor a rombold jdtékosnak van nyerd
stratégidja, akdr kezd, akdr mdsodik.

Bizonyitds. A bizonyitashoz figyeljilk meg, hogy Epité az elsd 1épésben legfeljebb A(E) halmazbdl
torol egy elemet, tehat az els6 1épés utan a halmazrendszer veszélye legfeljebb

(|B| = AE)) 27 F L A(E) x 27F L = (|E| + A(E)) * 2F < 1.
Innen a bizonyitas ugyanugy folytathatd, mint az 1.49. tétel bizonyitasa. O

1.53. feladat. Mutassuk meg, hogy a 4 x 4-es tablan jatszott amobaban, ahol 4 jel kell egy egyenesen
a nyeréshez, a masodik jatékosnak van nem-veszt6 stratégiaja.

1.5.2. Hex

A kovetkezOkben egy konkrét épité-rombold jatékot fogunk vizsgalni, amirél elsé ranézésre nem is
latszik, hogy tényleg épit6-rombold jaték. A hex nevii jaték egy hatszogracson folyik, aminek n sora
és n oszlopa van (lasd az 5. abrat). A két jatékos, A és B a racs mez6it foglalja el felvalta, ugy,
hogy A fekete, B pedig fehér korongot tesz ra (A kezd; és egy mezét csak egyszer lehet elfoglalni). A
akkor nyer, ha keletkezik egy fekete ,,gyongysor” (1it) a tédbla bal szélétdl a jobbig, B pedig akkor, ha
keletkezik egy fehér 1t a tabla fels6 szélétdl az alsoig.

5. dbra

1.54. feladat. Ha hasonl6 jatékot jatszandnak, csak n X n-es négyzetracson, akkor mindkettejiiknek
lenne nemvesztd stratégija.

1.55. tétel (Nash, Gale). A hex minden n-re éles jaték, vagyis nem lehet dontetlen.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy minden mez6én van korong. Egészitsiik ki a tablazatot négy végtelenbe
mend éllel az dbra szerint, és szinezziik a fels6 és alsé végtelen tartoméanyokat fehérre, a jobb és bal
oldalit pedig feketére. Vegyiik a hatszogracs élei és a négy 1j él koziil azokat, amiknek a két oldalan
kiillonb6z6 szin van, és iranyitsuk meg ezeket gy, hogy arrafele nézve a baloldal legyen fehér, mint a
6. abran.

Ekkor minden pontra vagy nem illeszkedik irdnyitott él (ha a pont koriili mezék egyforma szintiek),
vagy pont egy él indul ki beldle és egy érkezik be. Tehdat ha a bal fels§ élen elindulunk, akkor végig
tudunk kévetni egy egyértelmii iranyitott utat, és végiil valamelyik kimend végtelen élen kell tavoznunk.
Lathato, hogy ha a jobb felsé élbe érkeziink, akkor A nyert (az ut éleire jobboldalt illeszkedé mezék
egy fekete Osszefiiggd részt adnak balrél jobbra), ha pedig a bal als6ba, akkor B nyert (az 1t éleire
baloldalt illeszked6 mez6k egy fehér Gsszefiiggd részt adnak fentrol le). O

A diszkrét Jordan gorbe tételbdl az is kdvetkezik, hogy egy teli tablan nem lehet egyszerre egy
fehér ut alulrdl felillre és egy fekete 1t balrdl jobbra. Erre a tényre nemsokara adunk egy maésik
bizonyitast, a Brouwer fixpont-tétel segitségével. A Hex tehat valoban épité—rombold jaték. Valéjaban
azt lattuk be, hogy a ,fiiggéleges” és a ,vizszintes” utak halmazai (jobban mondva a tartalmazasra
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nézve minimalisak) egymds blokkerei (két halmazrendszer, A és B egymés blokkere, ha B a minimélis
olyan almazokbdl 4ll, amik minden A-beli halmazt metszenek, és viszont). Az épit6—rombold jatékokat
ugy is le lehet irni, hogy mindkét jatékosnak van egy sajat nyeré halmazrendszere, amik egymas
blokkerei, és mindkettejik célja egy teljes halmaz elfoglaldsa a sajat halmazrendszerébél.

1.56. tétel (Nash). A Hezben a kezdd jatékosnak van nyerd stratégidja.

Bizonyitds. Stratégialopdssal be lehet bizonyitani, az am6bahoz hasonléan (1.12. tétel), hiszen itt
is szimmetrikus a két jatékos szerepe (a tabldt 90 fokkal elforgatva). Tegytik fel indirekt, hogy A
kezdése esetén B-nek van nyero stratégiaja. Ekkor B kezdoként tud gy jatszani, hogy mindig minden
olyan mezén legyen korongja, amin egy A kezdése esetén jatszott nyerd jatéka esetén lenne. A jaték
szabdalyainak monotonitdsa miatt igy kezdSként B nyerne, ez viszont lehetetlen, hiszen szimmetria
miatt ekkor A-nak is lenne kezd6ként nyerd stratégisja. O

1.57. megjegyzés. A legnagyobb tabla, amire ismert a nyer§ stratégia, a 9 x 9-es.

Most az 1.55 Tétel segitségével belatjuk Brouwer fixpont-tételét 2 dimenzidban. Kés6bb egy kicsit
altalanosabb alakot is be fogunk latni (2.31 Tétel). Jelolje I a [—1,1] intervallumot.

1.58. tétel (Brouwer, 1912). Ha f : I? — I? folytonos fiigguény, akkor létezik x € 12, amire f(z) = .

Bizonyitds. A folytonossdg miatt elég beldtni, hogy tetszéleges € > 0-ra létezik x € I?, amire || f(z) —
— Z|loo < €. Tudjuk azt is hogy f egyenletesen folytonos, tehat e-hoz létezik § < €, hogy ||z — y|lcc <

esetén | f(z) — f(y)llc <.
Elég nagy k-ra egy k x k-as Hex-tablat ,,bedgyazhatunk” I?-be gy, hogy a mezdk kozéppontjainak

S halmazara a kovetkezdk teljesiiljenek:
— Ha u € S és v € S szomszédos mezék kozéppontjai, akkor [|u — vl < 9,

— Ha u € S egy jobb szélsé mez6 kozéppontja, akkor u; > 1 — 9§, baloldali esetén u; < —1 46, fent
ug > 1 — 9, lent pedig ugo < —1+ 0.
Definidljuk a kovetkez6 részhalmazait S-nek.
HY ={zeS: fi(x) —z1 > €},
H ={zeS:z1— fi(z) > €},
Vi={zeS: fole) —x2 > ¢},
Vi={zeS:xs— fa(x) > €}

Vegyiik észre, hogy H' nem tartalmazza jobb széls6 mez6 kozéppontjat, hiszen x € H™ esetén z1 <
< fi(z) —e < 1—4. Hasonléan, H~ nem tartalmazza baloldali, V* fenti, V'~ lenti mez6 kézéppontjat.
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1.59. Allitas. H' és H™ nem tartalmaz szomszédos mezbket; hasonléan, V¥ és V™~ sem tartalmaz
szomszédos mezoket.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy u € HT és v € H™ szomszédos mez&k kozéppontjai. Ekkor ||u—v||s < 6,
tehat || f(u) — f(v)|loo < €. Mésrészt azt kapjuk, hogy

[f(u) = f(0)]loo > (fr(u) —u1) + (v1 — fi(v)) — (v —u1)) > e+€—0 > ¢,
ami ellentmondas. O

Az 4llitasbdl és az azt megel6z6 észrevételbdl kovetkezik, hogy a HT U H~-beli kozépponti mezbk
nem tartalmaznak balrél jobbra utat, és a VUV ~-beli kézépponti mez6k nem tartalmaznak fentrél
le utat. Az 1.55 Tétel szerint igy van olyan x € S. ami nincs benne H™, H—, VT, V™ egyikében sem.
A definicidk szerint ez azt jelenti, hogy || f(z) — z|lec < €, amit bizonyitani akartunk. O

A Hex tételbdl tehat belathaté a Brouwer fixpont-tétel. Most megmutatjuk, hogy a Brouwer té-
telbdl belathatd, hogy nem lehet egyszerre jobbrdl balra fekete Ut és fentrdl le fehér 1t.

1.60. tétel. Egy teljesen kitoltdtt Hex tdblan nem lehet egyszerre jobbrol balra fekete tut és fentrol le
fehér it.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy vannak ilyen utak. Agyazzuk be a Hex tablat I>-be tgy, hogy a
fekete ut az x1 = —1 oldaltdl megy az x1 = 1 oldalig, a fehér Ut pedig az xo = —1 oldaltél az zo = 1
oldalig. Ekkor vannak olyan h : I — I és f : I — I folytonos fiiggvények (az utak paraméterezései),
hogy h1(—1) = ve(—1) = —1, hy(1) = va(1) = 1, és tetszleges x € I, y € I-re h(x) # v(y). Definidljuk
a kovetkez6 f : Is — I folytonos fliggvényt:

f(@,y) = ((ni(y) = ha(@))/[[7(2) = 0(Y)lloo, (h2(2) = v2(¥))/1M(x) = v(Y)lloo)-

Az indirekt feltétel miatt a nevez6 sehol sem 0, igyhogy ez tényleg egy joldefinidlt folytonos fiiggvény.
Vegyiik észre tovabba, hogy tetszbleges (z,y) € Ir-re f(z,y) az egységnégyzet hataran van. Az 1.58
Tétel szerint 1étezik (z,y) € I, hogy f(x,y) = (x,y), és az el6bbi észrevétel szerint (z,y) az egy-
ségnégyzet hataran van, azaz x és y valamelyike +1. Tegytik fel, hogy x = 1 (a t6bbi eset hasonld,
tgyhogy nem irjuk le kiilon). Mivel fixpontrél van sz6, 1 = fi(1,y), azaz

1= (v1(y) = ha(1))/17(1) = v(y)llec = (v1(y) = D/IM(z) = v(y)llo <0,

ami ellentmond4s. O

1.61. megjegyzés. Vajon mennyire nehéz eldénteni, hogy egy adott teli Hex tablan ki nyert? Ha
maga a tabla az input, akkor az 1.55 Tétel bizonyitasdban szereplé modszerrel ezt konnyen el tudjuk
donteni: végigmegyiink a bal felsé éllel indul6 tton. Erdekesebb a kérdés, ha a tébla kitoltése csak
implicit médon van megadva, a kdvetkezé médon. Tegyiik fel, hogy a tablanak legfeljebb 2™ mezdéje van,
igy a mez6k n bittel azonosithaték. Inputként adott egy O(n) méretii Boole-hélézat n bites inputtal
és 1 bit outputtal, ami megmondja, hogy egy adott n bites azonositohoz tartozé mezd fekete vagy
fehér. A Boole-halézat ismeretében el akarjuk donteni, hogy melyik jatékos nyert. Adler, Daskalakis
és Demaine bebizonyitottak, hogy ez az eldontési probléma PSPACE-teljes.

1.62. feladat*. Mutasd meg, hogy a hexnek abban a valtozatdban, aminél n sor és n — 1 oszlop van,
B-nek van nyer¢ stratégiaja!

Egy hasonlé jaték a Shannon-féle kot jaték vagy koto—vagd jaték, aminél a két jatékos egy grafban
valaszt felvaltva egy-egy élt. Kot célja két rogzitett pontot Gsszekotni egy uttal, vago célja egy vagast
elfoglalni. Ezzel a jatékkal és matroidos altaldnositdsiaval matroidelmélet 6ran vagy Frank Andrés
jegyzetében (http://www.cs.elte.hu/~frank/jegyzet/matroid/) meg lehet ismerkedni.

1.63. feladat. A koévetkez6 jatékban a jatékosok a 7. dbran lathatd tablan kétnek 6ssze szomszédos
pontokat szakaszokkal gy, hogy a szakaszok nem metszhetik egymést. A két szomszédos o pontot
kothet Ossze vizszintesen vagy fliggblegesen, B pedig két szomszédos e pontot. A célja itt is az, hogy
legyen Ut a tabla felsé szélétdl az alsdig, B pedig jobbrdl balra szeretne utat épiteni.
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7. dbra

a) Bizonyitsd be, hogy A-nak van nyerd stratégidja!
b)* Adj nyer§ stratégiat A-nak!

1.64. feladat. Két jatékos egy grafban valaszt felviltva egy-egy élt, agy, hogy a kivalasztott éleknek
mindig egy utat kell alkotniuk (de mind a két irdnyba lehet hosszabbitni az utat). Az veszit, aki méar
nem tud igy élt valasztani. Milyen graf esetén kinek van nyerd stratégiaja?
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2. Stratégiai jatékok

Az eddig latott kombinatorikus jatékok alapveté objektuma a pozicidkat és lépéseket leird (V, E)
irdnyitott graf volt. Feltételeztiik, hogy két jatékos van, akik felvaltva 1épnek. Szamos kozismert jaték
nem irhaté le ebben a keretben: kezdjiik a ké-papir-olléval, ami leirhat6 a kovetkezd tablazattal.

K6 Papir | Ollo
K6 0, 0(-1, 1] 1,-1
Papir | 1,-1] 0, 0 |-1, 1
ous (-1, 1| 1,-1| 0, 0

A gylOztes egy, a vesztes minusz egy pontot kap, a dontetlen nulla pontot ér mindkettejiiknek.
A tablazat sorai az els6, oszlopai a masodik jatékos egyes dontési lehetGségeit jelentik; az egyes po-
zicidkban levé szamparok elemei az elso, illetve a masodik jatékos pontszamét adjak meg az adott
kimenetelnél. Ezt a tablazatos abrazoldsi format a jaték normal formajanak, nyereségmatrixa-
nak vagy kifizetési matrixanak fogjuk nevezni. Ez egy véges, determinisztikus, kétszemélyes,
nulla-Gsszegii, szimmetrikus, teljes informacios, egylépéses, szinkron jaték.

Megadunk egy formalis modellt, amit a kovetkezékben véges stratégiai jaték alatt fogunk érteni.

— Véges sok, n jatékos van.
— Az i. jatékoshoz adott egy véges S; halmaz, aminek elemeit a jatékos stratégidinak nevezziik.

— A jaték egy lehetséges kimenetele az, hogy minden jatékos vilaszt egyszerre egy-egy stratégiat. A
kimenetelek halmaza tehat .S := S1 x S9 x...x S,. A kimeneteleket mas néven stratégiavalasztas-
oknak hivjuk.

— Feltessziik, hogy a jatékosok a kimenetelekhez hozza tudnak rendelni egy valds szdmot, hogy mennyi
a nyereségiik ebben a helyzetben. Az i. jatékos nyereségét az u; : S — R nyereségfiiggvény irja le.
A veszteség negativ értékil nyereség, a nulla kimenetel pedig semlegesnek szamit. Minden jatékos
célja a sajat nyereségének maximalizaldsa.

— A jaték egylépéses szinkron: a jatékosok egyszerre valasztjak ki egy-egy stratégidjukat, a tobbiek
dontésétdl fiiggetlentil.

— A jaték teljes informacids: minden jatékos ismeri az 6sszes S; halmazt és u; nyereségfiiggvényt.

— A jatékelmélet fontos feltételezése a jatékosok racionalitasa. Ebbe beleértjiik egyrészt, hogy a
jatékosok tisztaban vannak a sajat preferencidikkal illetve célfiiggvényiikkel; tisztaban vannak sajat
lehetséges dontéseikkel ; arra torekszenek, hogy a célfiiggvényiiket maximalizaljak, és az ehhez vezetd
lehetséges legjobb dontéseket hozzak a rendelkezésre all6 informacidk alapjan.

A racionalitashoz szorosan kapcsolddo, itt éppen csak érintett fogalom a racionalitas kéztudasa:
amellett, hogy a jatékosok raciondlisak, tudjak egymasrdl is, hogy raciondlisak, tudjak azt, hogy
mindenki méas tudja hogy a tobbiek racionalisak, és igy tovabb a végtelenségig.

Az, hogy képesnek tekintjilk a jatékosokat raciondlis dontés meghozatalara, valgjaban egy nagyon
erds és egyaltalan nem természetes feltevés. A koznyelvben a raciondlis jaték szinonimajaként hasznalt
sakkra példdul egyaltalan nem teljesiilnek: a jatékosok a borzaszté mennyiségii lehetséges dontésiiknek
valéjdban csak egy elhanyagolhaté szeletét tudjak (rdadasul er6sen korldtozottan) mérlegelni. Az els6é
szamitogépek megjelenésétdl kezdve fontos térekvés volt, hogy az ember megverésére képes programot
irjanak; a gy6zelem idépontjanak 1997-et szoktdk hirdetni, amikor az IBM Deep Blue gépe legyozte
Kaszparovot. Ez a gy6zelem leginkabb a technolégidnak, a hatalmasra novelt szamitasi kapacitasnak
koszonhetd. A korlatozott racionalitds azonban éppuigy igaz a szamitégépekre is, valdjaban 6k is csak
egy apré szeletét latjak at a lehetOségeknek.

A jaték determinisztikussiaga alatt azt értjik, hogy a jaték szabdlyai kozt semmilyen véletlen
tényez6 nem szerepel (ellentétben a kartyajatékokkal); azt viszont meg fogjuk engedni, hogy az egyes
jatékosok a sajat dontésiik meghozataldhoz a véletlent (pl. pénzfeldobds) hivjak segitségiil.
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Egy stratégiai jaték nulla-6sszegii, ha a jatékosok Gssznyeresége minden kimenetelnél nulla, tehat
egymés karara tudnak nyerni. Egy kétszemélyes jaték szimmetrikus, ha a két jatékos stratégiainak
a halmaza kozt van egy bijekci6 gy, hogy felcserélve 6ket a masik jatékos nyereségeit kapjuk.

Véges stratégiai jaték mellett végtelennel is fogunk taldlkozni, amikor a jatékosok szama vagy a
stratégiahlamazok mérete végtelen.

.....

c s 2

determindlva van. Képzelhetjiik tigy, hogy a teljesen dokumentélt stratégiat a jatékosok atadjak egy
jatékvezetdnek, aki utdna 1épésrdl 1épésre le tudja jatszani a jatékosok szandékainak megfeleléen a
jatékot és eredményt hirdethet. (A sakk esetén egy ilyen dokumentécié mérete messze meghaladnd
a vildgegyetem méretét.) Ugyan a kombinatorikus jatékok tobblépéses szekvencidlis jatékok, mégis,
a fenti értelemben tekinthetéek egylépéses szinkron jatéknak is, ahol az egyetlen dontés a stratégia
megvalasztasa.

A stratégiai jatékok elmélete példaul azt vizsgdlja, hogy hogyan valasztanak a jatékosok, ha éssze-
rlien viselkednek. illetve van-e algoritmikus médszer ,,j6” stratégia kivalasztasara, és egyaltalan, milyen
egy jo stratégia?

2.1. Fogolydilemma

A talan legismertebb jatékelméleti problémaban a renddrség letartéztat két biindzét, akiket egy si-
lyos blintény elkdvetésével gyanusitanak. Targyi bizonyiték azonban nincs, beismerd valloméasra lenne
sziikség. A gyanusitottakat éjszakara kiilon celldkba zarjak, hogy ne tudjanak 6sszebeszélni. Reggelre
kell eldonteniiik, hogy vallomast tesznek-e. Ha mindketten tagadnak, akkor gyorshajtasért és vissza-
es6 kogteriileti alkoholfogyasztasért két évre itélik Oket. Ha mindketten vallomast tesznek, mindketten
négy évet kapnak. Ha viszont az egyikiik tesz vallomast, a mésik tagad, akkor aki tagad, az 6t évet kap,
hiszen eredeti biinén feliil még hamisan is vallott. A masik is kap azért egy évet, csak a miheztartas
végett. A jaték nyereségmatrixa tehat az alabbi:

Vall Tagad
Vall -4,-4 -1,-5
Tagad | -5,-1 -2,-2

Erdemes-e valamelyik rabnak tagadnia? Ha a mdsik vallomést tesz, akkor & is jobban jirna a
vallomassal: 6t helyett csupan négy évet kapna. Szintén jobban jarna a vallomassal, ha a mésik tagad:
ekkor ketto helyett csak egy év bortonre itélnék. Arra juthatunk tehat, hogy mindkét jatékosnak
inkdbb vallani érdemes, barmit is valaszt a mésik. Ekkor mindketten négy évet kapnak, vagyis sokkal
rosszabbul jarnak, mintha egyhangtan tagadtak volna.

A fogolydilemmaval a legkiilonb6z6bb tertileteken taldlkozhatunk: valéjaban a kooperald és on-
70 magatartasformak viszonyat irja le. Lassunk néhany példat. Tegyiik fel, hogy egy kisvarosi piac
szabdalyzata szerint a kofaknak reggel pontban hatkor kell kiirni az drakat, és onnantél nem valtoztat-
hatnak. Két zoldséges arul krumplit; mindketten 100 forintért szerzik be kiléjat. Sokaig mindketten
150 forintért aruljak, a vevok fele-fele jar hozzajuk, és mindketten haszonra tesznek szert. Egy ravasz
vevl elmagyarazza azonban mindkettének, hogy ha masnap 130 forintra vinné le az arat, akkor keve-
sebb haszna lenne egy kilé krumplibél, de dtcsabithatnd a mésik Osszes vevéjét, és igy Osszességében
jobban jarna. Masnap reggel haromnegyed hatkor mindketten gondterhelten leskel6dnek a masik drus
felé. Ha ugyanis egyikiik megmarad a 150 forintndl, a masik pedig leviszi 130-ra, akkor a 150-es nya-
kan marad a sok zsédk krumpli. Ha végiil mindketten a 130 forintot véalasztjak, akkor 40%-kal csokken
mindkettejiik profitja (a vasarlok nagy éromére).

Klasszikus fogolydilemma szituicidként szoktak leirni a hideghdboris fegyverkezési versenyt. A
két jatékos Amerika és a Szovjetinid. Mindketten valaszthatnak, hogy mekkora 6sszeget forditanak
a fegyverkezésre. Ha csak az egyikik fegyverkezik, a masik pedig nem, vagy alig, akkor az el6bbi
fegyverrel vagy fenyegetéssel leigdzhatja az utébbit. Ugyanaz marad a politikai helyzet, ha mindketten
fegyverkeznek, vagy egyikiik sem; viszont az el6bbi esetben hatalmas 6sszegeket fognak kifizetni.
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8. abra

Egy informatikai példat szemléltet a 8. abra. Két szolgaltatd van, akik az X és Y pontokban tudjak
a forgalmat a masik halozatara atkildeni. A szolgdltatok koltsége a sajat halézatukban hasznalt élek
szama. Az els6 szolgaltatonak s1-bdl t1-be, a méasiknak pedig so-bdl to-be kell bizonyos adatmennyi-
séget tovabbitania. Mindketten kétféle utat valaszthatnak: 2 vagy 4 egység hossztat. A 2 hosszi Ut
teljesen a sajat halézatukon beliil megy, a 4 egység hossziibdl azonban csak egy él megy a sajatban,
harom pedig a maésikén beliil. Az elsé felel meg az egylittmiikodé, a masodik az 6nzd magatartasnak.
Ha mindketten a révidebb utat hasznaljdk, mindkettejiikk koltsége 2; ha mindketten a hosszabbat,
akkor a koltségiik 4. Ha viszont csak az egyik valasztja a rovidebb utat, a masik a hosszabbat, akkor
az egyuttmikodd koltsége b, az 6nzéé 1. A nyereségmatrix tehdt azonos lesz a fogolydilemmaban sze-
replével. A tovabbiakban a fogolydilemmanal a két stratégiat "egyuttmiilkodonek" és "6nzdének" fogjuk
nevezni:

Onzé Egyiittmiikods
Onzd -4,-4  -1-5
Egyiittmiikods | -5,-1  -2,-2

Kovetkezo példaként tegyiik fel, hogy egy gyanus kiilvarosi piacon prébalok aranyékszert venni. Az
arus eladhat igazi ékszert vagy hamisat, én pedig fizethetek érte igazi vagy hamis pénzzel. Tébbet nem
latjuk egymadst: mire kideriil, hogy bévli az ékszer, mér bottal {ithetem a nyomét. Erthets okokbdl &
sem fog a hamis pénz miatt feljelentést tenni. Ha igazi ékszert kapnék igazi pénzért, azzal mindketten
jol jarnank; ha viszont a hamisitvanyért fizetem ki az igazi pénzt, ugyanigy bosszankodhatok, mint
0, hogyha hamis pénzt adok valodi aranyért. Végiil tehat a valészinii kimenet az, amikor mindketten
becsapjuk a masikat.

Az el6z6 példa valdéjaban tetszOleges szerzédéses viszonyra alkalmazhatd: ha az egyik szerzddé
fél felrigja a megéllapodast, a masik pedig tisztességes és teljesiti a kotelességét, az el6bbi nagyobb
haszonra tesz szert, mintha mindketten tartottdk volna a megallapodast. Mind a gazdasdg, mind
a jogrendszer miikodéséhez sziikség van valamiféle olyan nyomésra, ami kikényszeriti a szerzédések
betartasat. Ilyen kényszert jelenthet az allam, aki a hatésagokkal megtoroltatja a torvények és szer-
z0dések megszegését. Egy masik kényszeritd tényez6 a kozvélemény ereje: hogyha tisztességtelen az
iizleti magatartasom, tobbet senki nem fog velem iizletelni; ha a tarsadalmi korldtokat hagom at,
kikozositenek.

Ez utébbi hatéast jatékelméleti szempontbdl az ismételt fogolydilemma irja le: tegyiik fel, hogy
ugyanaz a két jatékos egymds utan sokszor jatsza le a fogolydilemmat. Mint lattuk, egyetlen jaték
esetén mindenképp az 6nzés a kifizet6débb. Ha azonban ezt tovabbi jatékok koévetik, azokban a méasik
jatékos bosszut tud allni az arulasért. Az egylttmilkodés jutalma tehat — a pillanatnyi alacsonyabb
nyereséggel szemben — a hosszatavu egylittmiikodésbol szarmazé haszon. Egy, a gyakorlatban legjobb-
nak bizonyulé stratégia a tit-for-tat: az els6 jatékban egylittmiikodém, és minden tovabbi jatékban
azt cselekszem, amit ellenfelem az el6z6 jatékban. Vagyis ha a masik 6nzo, akkor a kovetkez6 korben
biintetésbdl én is 6nzd leszek; ha azonban legkozelebb egyiittmiikodik, akkor megbocsatok neki, és
utdna én is egyiittmiikodom. Ha mindketten ezt a stratégiat jatsszak, akkor végig mindketten egyiitt-
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miikodéek lesznek. !

Az ismételt fogolydilemma gyakorlati alkalmazédsira példa a peer-to-peer fdjlcserélé rendszerek
miikodése. Itt az egyes felhaszndldk szeretnének valamilyen tartalomhoz hozzajutni, amit a tobbiek
osztanak meg veliik. A kényelmes potyautas stratégia, ha a felhaszndlok csak letoltenek, és letiltjak
vagy erésen korldtozzdk a feltoltést: hiszen résziikrél ennek koltsége van (sdvszélesség, processzor-
hasznalat.) Természetesen ha tul sok a potyautas, a rendszer nem tud miikédni; ez tobb korabbi
fajlcserélénél is komoly problémaét jelentett.

A Bittorrent megoldédsa az, hogy a felhasznalékat egy ismételt fogolydilemmaba kényszeriti bele.
Ha le szeretnék tolteni egy fajlt, Gsszesorsolnak néhdny tucat mésik felhasznaléval (peer-ek), akik
szintén ugyanezt szeretnék tolteni (és mér rendelkeznek valamekkora részével). Koziilik néhannyal
kapcsolatot hozok 1étre. Kezdetben ingyen engednek tolteni; ha azonban mér valamekkora résszel
rendelkezek, Ok is adatot varnak el cserébe. Az egylittmiik6dé magatartds az, ha viszonzasként én is
engedem Oket tolteni, de potyautasként ezt meg tudom tiltani. Erre viszont 0k reagalhatnak azzal,
hogy nem adnak tovabbi adatokat, illetve megsziintetik a kapcsolatot. 2 Lényeges, hogy kisszamu
peer-rel tudok csak kapcsolatot létesiteni; ez tudja kivédeni azt, hogy csupa kiillénbo6z6 felhasznalétol
szerezzek valamennyi adatot, majd amikor viszonzast varnanak, tovabb tudjak allni egy masikhoz.

2.2. Dominans stratégiak

Adott S; stratégiahalmazok és S = S; X ... X S, esetén az s = (s1,...,8,) € S stratégiavilasztas
Pareto-optimalis, ha nincsen olyan méasik s’ € S stratégiavalasztds, amivel mindenki legalabb annyi-
ra jol jar, mint s-sel, és legaldbb egyvalaki szigortian jobban jar, azaz u;(s’) > w;(s), és legaldbb egy
helyen szigori egyenlétlenség all. Ha van ilyen s’, akkor s-et Pareto-szuboptimdlisnak hivjuk. Véges
jatékban konnyen lathatd, hogy mindig létezik Pareto-optimalis stratégiavalasztas.

Ha 2,2’ € S; az i. jatékos két stratégiija, akkor azt mondjuk, hogy z gyengén domindlja z’'-t,
ha z-vel mindig legaldbb olyan jol jar, mint z’-vel, vagyis

/
ui(sl, a3 Si—15%5 8541, - - .,Sn) Z ui(sl, ey Si—152 5 Si41s - - .,sn)

a tobbi jatékos Osszes lehetséges s; stratégia vdlasztdsa esetén. z er6sen dominalja z’-t, ha mindig
szigori egyenlStlenség all, vagyis a tobbiek barmely s; € S; (j # i) stratégidira

/
Uz’(Sl, <oy Si—15, 2, Sitl; - - -,Sn) > ui(sl, sy Si—15,2 5 Si41, - - -,Sn)

Dominalt stratégiat racionalis jatékosnak nem érdemes valasztani. Egy stratégia dominans, ha a jaté-
tehat az a legjobb stratégiavilasztés, ha mindketten 6nzéek. Ez azonban egy Pareto-szuboptimaélis
stratégia, hiszen mindketten jobban jarndnak, ha mindketten egytittmiikodnének. (Ez csak az egyet-
len egyszer jatszott fogolydilemmaéra vonatkozik; a k-szor ismételt fogolydilemma esetén bonyolultabb
stratégidk is lehetnek. Formélisan azt nevezziik stratégianak, hogy minden ¢ = 1,..., k-ra megmond-
juk, hogy az eléz6 ¢ — 1 jaték kimenetelét figyelembe véve hogyan dontiink az i. korben.)

Iteralt eliminalas

Az iteralt elimindlas szigora valtozata sordn amig van olyan stratégiaja valamely jatékosnak, amit
er6sen dominél egy masik stratégiaja, a domindltat toroljik. A motivacio az, hogy egy racionalis jatékos
nem valaszt dominalt stratégiat. A laza valtozat hasonlé, de minden gyengén domindlt stratégiit
torliink (tehat a laza véltozatnal torliink esetleg tobbet). A moddszerrel a stratégidk szamat gyakran
lényegesen redukalhatjuk. Ha a fogolydilemmara alkalmazzuk az iteralt eliminalast, akkor egyetlen

! Val6jaban tovabbi finomitdsokra van sziikség. Ha pl. mindketten ezt jitszék, de az egyikiik egyetlen alkalommal
véletlen — vagy kommunikaciés hiba miatt — 6nz6, akkor utdna egy ,,6 t6tt el6bb” 6rdodgi korbe keriilnek, ahol
koronként felvaltva lesz az egyik 6nzé, a masik egylittmiikodé.

2 Természetesen ezeket a dontéseket helyettem a szamitégépemen futé kliensek hozzék; tSbbnyire a tit-for-tat
stratégidt alkalmazva. A kliensben bedllithatom a sivszélességi korlatokat, illetve egyes programokban a stratégidt
is valtoztathatom.
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kimenetel marad, az, hogy mindketten 6nzoek. Ez tehat példa arra, hogy az iteralt eliminalasnél, még
ha csak egyetlen kimenetel is marad, az nem feltétlen Pareto-optimalis.

A k-szor ismételt fogolydilemmaéaban az iteralt eliminalas laza valtozata arra vezet, hogy mindketten
végig 6nzéek. Ennek belatasihoz figyeljilk meg, hogy minden olyan stratégiat, ami a k-adik 1épésben
néha egyuttmiikodik, gyengén domindl az a mdédositott stratégia, ahol csak annyit valtoztatunk, hogy
a k-adik 1épésben mindenképp 6nzék vagyunk. Igy az eliminécié utén csak olyan stratégidk maradnak,
ahol a k-adik lépésben mindkét jatékos 6nzo. Igen am, de igy a k-adik 1épés kimenetele fix, és ezért
ugyanigy eliminalhat6 az Osszes, (k — 1)-edik 1épésben néha egyiittmiikodé stratégia. Ezt folytatva
végiil csak az a stratégia marad mindkét jatékosndl, hogy mindig 6nzo.

Ez a levezetés mutatja, hogy a laza iterdlt elimindlds nem feltétleniil jésolja meg jol a jatékosok
valos viselkedését: az ismételt fogolydilemméban a valdsdgban nem szoktdak a végig 6nz6 stratégiat
kévetni. Viszont arra mégis jé a gondolatmenet, hogy jelezze: a jatékosok egytittmiikodésére jotékonyan
hathat, ha nem tudjak elére, hogy pontosan hanyszor ismétlédik a jaték.

Egy masik példaként nézziik az addzasi jatékot, aminek a kévetkezd a normal forméja.

adoz6 \ NAV | ellenériz  nem ellendriz
hazudik 1,3 4,1
igazat mond 2,2 3,3

Itt nem tudunk semmit torélni az iterdlt eliminaldssal. Megjegyezziik, hogy lehet konstrualni bar-
mekkora jatékot, ahol szintén nem tudunk torolni semmit.

2.1. feladat. Alkalmazd az iteralt elimindlast az alabbi jatéknal:

1.\ 2.| B K J
F |23 02 1,1
A 1,1 50 0,4
Pareto-optimalis-e az ésszerti kimenetel ?
2.2. feladat. a) Mutasd meg, hogy akarmilyen sorrendben toroljiikk a domindlt stratégidkat az

iteralt eliminalas szigord valtozatandl, a megmarado stratégidk mindig ugyanazok.

b) Adj olyan példat, ahol az iteralt eliminalas laza valtozatanal mas sorrendeknél nem ugyanazok
a stratégidk maradnak, s6t, a megmaradé tablazat se ugyanaz.

Harmadik példaként tekintsiik a kovetkezd jatékot. Két jatékos egymdstol fliggetleniil leir egy
papirra egy 1 és 100 kozti egész szamot, majd 6sszehasonlitjik 6ket. Ha a két szam kozt egy a kiilonbség,
akkor a kisebb szamot vélaszto fizet 1 eurdt a nagyobb szamot valaszténak. Ha viszont legalabb ketto
a kiilonbség, akkor épp forditva, a nagyobb szamot vilasztd fizet 2 eurdt a kisebbet valasztéonak.
Ugyanakkora szamok esetén senki sem fizet a mésiknak. A tédblazat sorjatékos nyereségét mutatja (az
oszlopjatékos nyeresége épp ennek az ellentettje).

1 2 3 4 5 6 100

1 -12 2 2 2 2
2 1 -2 2 2 2
3 1.2 1 0 -1 2 2 2
4 1-2 -2 1 0 -1 2 2
5o |2 -2 -2 1 0 -1 2
9 | -2 -2 . . . 1 0 -1
100 | -2 -2 . . . -2 1 0
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Lathatjuk, hogy ha a sorjatékos legalabb négyet mond, akkor minden egyes esetben rosszabbul vagy
ugyanugy jar, mintha egyet mondana. Ugyanez teljesiil minden négynél nagyobb valasztasa esetén is,
ezeket a stratégidkat tehdat nem fogja valasztani. Hasonloképpen, az oszlopok koziil is az els6é harom
kivételével az Osszes tobbi eltdvolithato. Ezaltal a jatékot egy 3 x 3-as matrixszal leirhatéra tudtuk
visszavezetni. Ebben mér nincsenek tovabbi domindlt stratégiak, elemzéséhez mas fogalmakra lesz
szitkségiink.

2.3. Tiszta Nash-egyensuly

1 <@ < n-re jeloljiik S_;-vel a x;4;S; halmazt, vagyis az S;-t6l kiilonb6zd stratégiahalmazok szorzatat.
Ennek elemeit részleges stratégiavalasztasnak nevezziik: az i jatékos kivételével minden jatékoshoz
ki van jelolve egy stratégia. Egy (s1,...,8i—1,Si+1,...,5n) € S_; részleges stratégiavilasztast roviden
s_j-vel jelolink; a (s1,...,8i-1,2, Sit+1,.-.,Sn) vektort pedig (z,s_;) roviditi.

Egy s_; részleges stratégiavalasztasra az i jatékos egy legjobb valasza egy olyan z stratégia,
amire u;(z,s_;) maximalis. Legjobb vélasz persze tobb is lehet, és ha S; nem véges, akkor lehet, hogy
nincs.

Egy s = (s1,...,,) stratégiavilasztas tiszta Nash-egyensily, ha minden i jatékos esetén az
s; stratégia legjobb vilasz az s_;-re, vagyis ha egyik jatékos sem jarhat jobban, ha megvaltoztatja a

sz

ui(8i,s_i) > ui(z,s_;) tetszbleges z € S;-re.

Tiszta Nash-egyensilyt tudunk keresni a kovetkez6 modszerrel. A normal forméjaban minden i
jatékosra és minden s_; részleges stratégiavalasztdsra jeloljilk meg egy * jellel az ¢ minden z legjobb
valaszara a normal forma (z,s_j)-hez tartozé mezejében az i-hez tartozé szdmot. Példaul a fogolydi-
lemmanal a kovetkezot kapjuk:

1.\ 2. Onzé  Egyiittmiikods
Onzé WERWE -1%, -5
Egyiittmiikods | -5, -1* -2, -2

Egy stratégiavalasztias pontosan akkor Nash-egyensily, ha a neki megfelel§ mezében mindegyik
szamndl van *. Ezesetben tehat az (Onzdé, Onzd) az egyetlen tiszta Nash-egyenstly.

Ha minden jatékosnak van domindns stratégidja (mint a fogolydilemméban), akkor azok Nash-
egyensilyt alkotnak. Nézziink olyan példat, amikor ez nem teljesiill. A nemek harca jatékban egy
fia és egy lany szeretné eldonteni, hogy Quimby vagy Tankcsapda koncertre menjen. A lany inkabb
a Quimbyt, a fit inkdbb a Tankcsapdat szeretné, viszont mindkettejiilknek az a legfontosabb, hogy
egyltt menjenek valahova.

Fit \ Lany | Quimby Tankcsapda
Quimby 1% 2% 0,0
Tankcsapda 0,0 2% 1%

Itt két Nash-egyensuly is van, ha mindketten a Quimbyt vagy mindketten a Tankcsapdat valasztjak.
Tegyilik most fel, hogy valéjaban a Quimbyt szeretik mindketten jobban, ez 2-2, a Tankcsapda pedig
1-1 egység 6romot szerez. Ekkor is mindkét azonos valasztas Nash-egyensulyban van, annak ellenére,
hogy a Tankcsapda egyértelmiien rosszabb (Pareto-szuboptimalis).

A fogolydileméhoz hasonlé héja-galamb jaték konfliktushelyzetek modellezését célozza (kocs-
mai verekedések, haborik, biolégidban az egyedek vetélkedése egy fajon beliil stb.). Mindkét félnek
két stratégidja van, a provokal6 (héja) és a kompromisszumkeresd (galamb). A hasznossagi métrix a
kovetkezd.

Héja  Galamb
Héja | 0,0 4% 1*
Galamb | 1% 4* 3,3
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Itt két Nash-egyensily van, azok, amikor ellentétes szerepeket jatszanak: az egyik héja, a masik
pedig galamb. A jaték mdsik elnevezése a ,gyava nyul”: helyi vaganyok azon jatéka, amikor egy
keskeny egyenes uton egymaédssal szembe indul két autds. Amelyik elébb félrerantja a korméanyt, az
gyava nyul, giny és megvetés targya. Ha viszont egyik sem rantja félre, akkor két bator halottal lesz
gazdagabb a helyi legendarium.

Az azonos érmék jatékban ketten egy-egy érmét fejre vagy irasra forditanak és ha a két érme
egyforma, akkor az els6 kap egy dollart a masiktol, ha kiilénb6z6, akkor a masodik az els6tol.

1.\ 2 | Fej  Irés

Fej | 1%, -1 -1, 1%
Irdas | -1,1* 1% -1

Lathato, hogy ebben a jatékban nincs tiszta Nash-egyensuly.

2.3. Allitas. Ha az iterdlt elimindlds barmely vdltozata egyetlen stratégiavdlasztdissal ér véget, akkor
az tiszta Nash-egyensily.

c s 2

e sz

ami miatt toroltiik, és igy tovabb, egészen addig, amig s;-be ériink. Ekozben az i nyeresége (u;(.,s—;))
nem csokkenhetett, emiatt u;(z,s_;) < u;(s), tehdt s tiszta Nash-egyenstly. O

2.4. allitas. Az iterdlt elimindlds szigord vdltozatdndl nem torlink olyan stratégidt, ami szerepel tiszta
Nash-egyensulyban.

2.5. feladat. Bizonyitsd be a 2.4. allitast!

Kombinatorikus jatékoknal egy nyerd stratégia egy olyan stratégia, aminél a jatékosnak a nyeresége
Nash-egyenstulyok pont azok a stratégiavalasztasok lesznek, amiknél a nyer6 jatékos nyerd stratégiat
valaszt.

Probalhatnank azzal a mdédszerrel tiszta Nash-egyensulyt keresni, hogy kiindulunk egy tetszoleges
stratégiavalasztasbdl és minden lépésben az egyik jatékos valthat stratégiat egy olyanra, aminél tobbet
nyer. Am ez nem feltétlen taldl Nash-egyenstlyt, ugyanis ciklizalhat, akkor is, ha egyébként van Nash-
egyenstly, példaul az addézasi jatéknal ciklizal, és kiegészithetjiik egy-egy harmadik stratégiaval, amik
Nash-egyensulyt alkotnak egyiitt, de az eredeti részbol egyik jatékos se akarna atlépni.

A tiszta Nash-egyeniily a jaték ésszer(i kimenetelét hivatott megfogni. Am az aldbbi szazlabu jaték
mutatja, hogy nem minden esetben jésolja meg jol a jatékosok viselkedését. A jatékot sok lépésesként
irjuk le, de ugynigy, mint a kombinatorikus jatékoknal, ez is felirhaté stratégiai jatékként. Két jatékos
jatszik és felvaltva lépnek. ElOszor az els6 jatékos dont, hogy egybdl kiszall, és mindkettdjiiknek 1 a
nyeresége, vagy folytatédik a jaték. Ezutan a masodik jatékos vagy befejezi, és az & nyeresége 3 mig
az els6 jatékosé 0, vagy a folytatas mellett dont. A jaték tovabbi menete a 9. dbran lathaté.

ﬂl\ I /L E }\ I I II _
T > T T > T: cee >G> ? s S (100,100)
(1.1) (0.3) (2.2) (L4 (98.98) (97.100) (99.99) (95.101)

9. abra

Iteralt eliminaldssal belathatd, hogy csak az a Nash-egyensily, ha mindketten régtén ki akarnak
lépni. Viszont a valésdgban inkabb folytatjak a jatékot, reménykedve, hogy a maésik is folytatja majd.
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2.6. feladat. Egy valasztason két jelolt indul, A és B, és a 2k valasztobdl k A-t, k B-t preferdlja.
Ha egy valaszté kedvence nyer, az neki +2-t ér, ha a méasik, az —2-t, ha dontetlen, az 0-t. Ha elmegy
szavazni, akkor az —1. (Tehdt a lehetséges nyereségek -3, -2, -1, 0, 1, 2.) Keresd meg a tiszta Nash-
egyenstly (oka)t!

2.7. feladat. Az el6z6 feladathoz hasonld valasztas, most 3 valasztéval, akik koziil ketten A-t, a
harmadik B-t tdmogatja. Van-e tiszta Nash-egyensily ?

Ismételt jatékok

Beszéltiink mar az ismételt fogolydilemmardl, de barmely mas jatékot is jatszhatunk tobbszor egymas
utan. Két valtozatot fogunk nézni: amikor k-szor ismételjiik ugyanazt a J jatékot, és amikor minden
jaték utan p valdszintiséggel kezdiink egy tjabb jatékot (és 1 —p valésziniiséggel abbahagyjuk). Utébbi
esetben a nyereségfliggvényt a nyereség varhaté értékeként definidljuk.

2.8. tétel. Legyen Nj a J jaték Nash-egyensilyainak a halmaza. Tekintsik a fenti két vdltozat koziil
valamelyik ismételt jatékot, és legyen s egy olyan stratégia-vektor az ismételt jatékban, ahol a j-edik
kéorben a jatékosok s’ € Ny stratégia-vektor szerint jdtszanak. Ekkor s Nash-eqyensily az ismételt
jatékban.

Bizonyitds. Legyen s, az i-edik jatékos egy alternativ stratégidja, és jelolje s(j) azt, hogy eszerint
mit csindl a j-edik kérben, ha a t6bbi jatékos az s_; stratégia szerint jatszik (figyelem, sj(j) fiigghet
a tobbi jatékos korabbi lépéseitsl!). Mivel s/ € Nj, u;(s;(5),s”;) < u;(s?). Mivel ez minden korben
teljestil, u;(s}, s—i) < u;(s). O

Lehetnek-e vajon olyan tiszta Nash-egyensiilyok, amik nem a J jaték Nash-egyenstulyaibél szarmaz-
nak? Ennek vizsgalatdhoz megint a fogoly-dilemmat nézziik. El6szor belatjuk, hogy a k-szor ismételt
fogolydilemmaéaban minden tiszta Nash-egyensillyban mindkét jatékos minden koérben 6nzé. Ez nem
azt jelenti, hogy a stratégidjuk az hogy mindenképp 6nzéek, hanem hogy a stratégidjuknak ez a vég-
eredménye (pl. lehet, hogy mindkettének az a stratégiaja, hogy eldszor 6nzé és utdna Tit-for-Tat-et
jatszik).

2.9. allitas. Ha s a k-szor ismételt fogolydilemma Nash-egyensilya, akkor s szerint jatszva a jdtékosok
végig onzoek.

Bizonyitds. Tegyiik fel hogy nem ez a helyzet, és nézzik a legutols6 olyan kort, ahol valamelyik
jatékos egylttmiikodo. Legyen ez a j-edik kor, és feltehetd, hogy az els6 jatékos egyiittmiikods. Ekkor
ugyanazt csindlja mint s-ben, a j-edik 1épéstol kezdve viszont mindenképp 6nz6. Ugyanis a j-edik
korben szigortian jobban jar, és a tovabbi korokben sem jarhat rosszabbul, hiszen s szerint mindketten
onzoek voltak, most meg esetleg a masodik jatékos néha egyiittmiikodd, de ez csak noveli az els6
jatékos hasznét. Igy ellentmondésba keriiltiink azzal, hogy s Nash-egyensily. O

Most megmutatjuk, hogy ha nem fix az ismétlések szama, hanem mindig p valészintiséggel foly-
tatjuk, akkor elég nagy p esetén Nash-egyensulyt kapunk, ha mindkét jatékos Tit-for-Tat-et jatszik.
Vegyiik észre, hogy ilyenkor mindketten végig egyiittmiikodnek, tehat sokkal jobban jarnak, mintha
végig 6nzok lennének.

2.10. tétel. Ha p > 1/3, akkor Nash-egyensilyt kapunk, ha mindkét jatékos Tit-for-Tat-et jdatszik.

Bizonyitds. A jaték 1épésszamanak varhaté értéke 1+p+p? +--- = 1/(1 —p). Ha mindketten Tit-for-
Tat-et jatszanak és igy végig egytittmiikodnek, akkor a veszteségiik varhaté értéke 2/(1—p). Tegyiik fel,
hogy az elsé jatékos valtoztat a stratégian, mig a méasodik tovabbra is Tit-for-Tat-et jatszik. Azt kell
végig egylittmiik6ds, akkor ugyanigy 2/(1 — p) lesz a veszteség varhato értéke. Feltehet ezért, hogy
legaldbb egyszer 6nzo.

A tovabbiakban olyan maximalis intervallumokat néziink, ahol az elsé jatékos végig 6nz6, és belat-
juk, hogy minden ilyen intervallumban legaldbb akkora a vesztesége, mint ha Tit-for-Tat-et jatszana.
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Ebbé8l mér kovetkezik a tétel. Legyen az elsé jatékos a (j — 1)-edik koérben egytittmiikodd, utana k
koron keresztiil 6nz6, a (j + k)-adik korben pedig egytittmiikods. Az elsé jatékos varhaté vesztesége a
j-ediktdl a (5 + k)-adik korig

pj—l + 4pj Lt 4pj+k—2 + 5pj+k'—1’

Tit-for-Tat esetén pedig
o7t 2pd 2L

A Nash-egyenstulyhoz az kell tehat, hogy

Pl A TR s Rl S 9=l 0T L g gpiTRE
L+d(p+-+p" ) +5p" > 242+ +pb)
—1+2(p+-+p" ) +3pF >0
Bp— DA +p+..+p" ) >0.

Ez utébbi teljestil ha 1/3 < p < 1, tehdt az els§ jatékos nem jarhat jobban, mint a Tit-for-Tat
stratégiaval. Meg kell nézni még azt az esetet is, amikor valamelyik kor utdn az els6 jatékos végig
6nzo, de ez adddik a fentibél k — oo hataratmenettel. O

Az ismételt fogolydilemmat olyan szempontbdl is érdemes vizsgalni, hogy ha egy populéacidéban kii-
lonféle stratégiak vannak jelen, akkor hosszitavon mely stratégidak bizonyulnak kifizet6donek. Tegyiik
fel, hogy egy populacidoban kezdetben kilénb6zé ardnyban vannak "mindig 6nz6", "mindig egytitt-
mikods", és "tit for tat" tipusa egyedek. Egy fazisban mindenki jatszik egy ismételt fogolydilemmat
(mondjuk p val6szintiséggel folytatédét) egy véletlen masik egyeddel a populaciébdl, és ebben a véletlen
jatékban nézzilk a varhaté hasznat. A nagyobb hasznu stratégidknak noveljik az ardnyat a populé-
ciéban, a kisebb varhaté haszntakét csokkentjiik, és megismételjitk a fazist. Vajon hogyan valtozik a
populéci6? Bedll-e egy egyensuly ?

Ilyen kérdéseket lehet szérakoztaté interaktiv forméban vizsgalni a http://ncase.me/trust/ ol-
dalon. A kérdés egyensiilyi vonatkozasir6l a 2.10 fejezetben (Evolicidsan stabil kevert stratégiak) lesz
sz6.

Szennyezési és kozlegel6 jaték

A kovetkezb két jaték a fogolydilemma sokszereplds dltalanositasanak tekinthetd. A szennyezési ja-
tékban n > 3 orszag szerepel. Mindegyik kétféle kornyezetpolitikat alkalmazhat: ha nem korlatozza
a szennyezést, az 1 pénzegység kart okoz - szdméra, és minden masik orszdg szdméra is. A szennye-
zés visszafogasa 3 egységnyi befektetést igényel, ezt csak neki kell kifizetnie. Ha mindegyik orszag
visszafogja a szennyezést, mindegyiknek 3 lesz tehat a koltsége - ha viszont mindenki szennyez, akkor
mindenkinek n koltséget okoz a szennyezés. Mégis, ez utdébbi forgatokonyv a természetes: ha ugyanis
egy orszag kornyezetvédelemrol attér szennyezésre, a tobbiek pedig nem valtoztatnak a politikdjukon,
akkor ez az orszdg 2-vel csokkenteni tudja a koltségét (és kozben az Gsszes tobbiét 1-gyel megemeli).
Az egyetlen tiszta Nash-egyensuly az, amikor mindenki szennyez.

A kozlegel6k tragédidjaban egy falu legelGje tiz tehenet tud eltartani. Tiz gazda legelteti egy-
egy tehenét, mindegyik jollakik és 10 liter tejet ad. J6l mennek a gazdasidgok, tgyhogy mindegyik
gazdanak Gsszegylilik elég pénze egy mésodik tehén vasarlasara. Egy nap egyikiik vesz is még egyet:
mar tizenegyen legelnek. Mostmér kevesebb fii jut minden tehénnek, ezért csak 9 liter tejet adnak. A
két tehenet legeltetd gazda viszont 18 liter tejhez jut. Altaldban, ha k tehén van, akkor 20—k liter tejet
adnak. Ezért mindaddig érdemes egy gazdanak 1j tehenet kihajtani a legelére, amig a tehenek szama
el nem éri a 18-at. Vagyis a tiszta Nash-egyensily az lesz, amikor nyolc gazddnak van két tehene, két
gazdanak pedig egy-egy, és minden tehén 2 liter tejet ad. Ekkor Gsszesen 36 liter tejet fejnek sovany,
beteg tehenekbdl, szemben a kiindulasi 100 literrel. Mig a szennyezési jatékban az egyes jatékosok
dontéseibdl kovetkezd koltségek egyszerlien Osszeadodtak, itt ezek a dontések erésen befolyasoljak
egymast: ha mar 8 gazda vett mésodik tehenet, akkor a maradék kettének nem érdemes.
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Cournot duopdlium

Ebben a jatékban két cég megvalaszthatja, hogy mennyit gyart egy adott arubdl: tetszéleges ¢; € R
lehet a mennyiség (i = 1,2). Itt tehéit a stratégiahalmazok kontinuum méretiiek. Jelolje @ := ¢1 + ¢
a két cég altal termelt 6sszmennyiséget az arubol. A gyartas egységnyi koltsége mindkét cégnek ¢ > 0.
Egy egységnyi arut P(Q) := max{0, a—Q} forintért tudnak eladni, egy rogzitett o paraméterre. Tehat
a nyereségfiiggvénye az i jatékosnak

g-(a—q—q@—c), hag+ep<a

Ui(Q1,Q2)_P(QI‘*“D)'%‘_C"J@'_{ gi-c ha g1 +¢ >«
—q; - C, 1 2

A feladat a tiszta Nash-egyensilyok meghatarozasa.

Szamoljuk ki el6szor, hogy egy adott go-re az els6 cégnek mi a legjobb valasza! Jeldljilk ezt
Bi(g2)-vel, tehdt Bi(q2) = argmax, cp, u1(q1,q2)- Ha g2 > o — ¢, akkor P(Q) < ¢ minden ¢;-re,
igy ui1(q1,q2) < 0 és csak ¢ = O-ra éri el a 0-t. Ha pedig ¢2 < oo — ¢, akkor az (¢ —q1 —q2 — ¢) - 1
mésodfoki fiiggvény maximuma ¢ = “—5—2-ben van, amire P(Q) = a — Q, tehdt ez az egyértelmi
legjobb valasz.

a—c—gs

Osszegezve, B1(q2) = max{0, 52}, és ugyanigy, a masodik jatékos legjobb vélasza q1-re B2(q1) =
= max{0, =2}

Bi(g2)

Ba(q1)

(% 70) (a - 070)

10. abra

A tiszta Nash-egyensulyok azon (g1, ¢2) parok, ahol a {q1, B2(q1)} és {B1(q2), g2} halmazok metszik

egymdst. A 10. dbra alapjdn ez egyetlen pont, méghozzd a g1 = g2 = “3° pont. Ekkor mindkét cég

. (a—c)?
nyeresége “—g-——.

Y]

A jaték érdekessége, hogy ha csak egy cég lenne, akkor a nyereségének maximuma (@ 40) lenne,
ami t6bb, mint duopdlium esetén a két cég dssznyeresége. Rdaddsul, ha mindkét cég ¢ = g2 = “°-et
termel, akkor mindkettének t6bb a haszna, mint a Nash-egyensily esetén. Ez tehat a fogolydilemma

egy folytonos rokona, és azt sugallja, hogy a monopdlium néha jobb, mint a duopdlium.

2.4. Kevert stratégiak, kevert Nash-egyensiily

Vegylik észre, hogy az 1.4. tétel egy Nash-egyensily 1étezését bizonyitotta kombinatorikus jatékokra.
Azonban altaldban ez nem garantalt: mér egy olyan egyszerili jatékban sem létezik, mint els6 példank, a
k&-papir-ollé. Valéban érezhetd, hogy a ,,mindig kovet jatszok” tipusu stratégidk nem igazan sikeresek;
ezzel szemben j6 mdédszernek tilinik a véletlenre bizni a valasztast. Ebben a fejezetben a Nash-egyensily
fogalmat terjesztjiik ki oly médon, hogy véletlen stratégiavalasztast is megengediink.

Az i. jatékos egy kevert stratégiaja alatt valésziniiségi eloszlast értiink az S; stratégiahalmazon.
Ha S; véges, akkor ez egy olyan o : S; — R, vektorral jellemezhetd, amelyre }° . ¢ 0(z) = 1. Tiszta
stratégia alatt az értjik, hogy valamely 2 € S;-re 0(2) = 1 és 0(2’) = 0 ha 2’ # 2. Ezt x,-vel fogjuk
jeldlni.
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Legyen A; az i. jatékos kevert stratégidinak halmaza. Ha S; véges és |S;| = m;, akkor A; az m;
dimenziés standard szimplex, vagyis

m;
A; :{Z‘ERmi 1T ZO,ZJTJ' = 1}
j=1
Legyen A = A1 x ... x A, a kevert stratégiavilasztasok halmaza. Ha a jatékosok kevert stratégiai
o= (01,...,0n) € A, akkor az s = (s1,...,8,) € S kimenetel valészintisége

pU(S) = H ai(si).
=1

Az u;(0) varhaté nyereség alatt az i. jatékos nyereségének a varhaté értékét értjiik, ha a jatékosok
a o kevert stratégiak szerint valasztanak:

n

(@) = Y pe()uils) = 3 uils) [ oi(s0)-

seS sesS i=1

Egy kevert stratégiara a varhaté nyereségeket konnyen ki tudjuk szamolni tgy, hogy a kifizetési

matrixba egy 1j sorként vagy oszlopként irjuk. Példaul az ,azonos érmék” jatékban ha az els6 jatékos

%f% eséllyel valaszt fejet vagy irast (vagyis feldob egy szabdlyos érmét), akkor a kovetkezét kapjuk:

1L\2 | F 1
F

1,-1 -1,1
I 1,1 1,-1
sF+i11 0,0 0,0

A kevert stratégidk vizsgalatdnal azzal a feltevéssel élunk, hogy a jatékosoknak egy x varhatd
nyereségli kimenetel ugyanolyan jo, mint egy x nyereségi tiszta kimenetel. Megjegyezziik, hogy ez egy
er6s feltevés: ha példaul % valoszintiséggel nyeriink 1 millié Ft-ot, és % valoszintiséggel pedig vesztiink
ugyanennyit, akkor inkabb nem is mennénk bele a jatékba.

Ao = (01,...,0n) € A kevert stratégidk kevert Nash-egyenstilyban vannak, ha minden i
jatékosra

ui(ai,a_i) > ui(’y,a_i) V’)/ ISAVE

Mivel u;(y,0-;) az u;i(s,0-;) (s € S;) szdmok konvex kombindcidja a vy szerinti egyiitthatékkal,
ezért az egyenlGtlenséget valéjaban elég megkovetelniink a tiszta stratégidkra, vagyis o pontosan akkor
van kevert Nash-egyensiilyban, ha minden ¢ jatékosra és minden s € 5; stratégidjara

wi(oi, 0-i) > ui(xs, 0—i).
Ebbdl kovetkezik az alabbi allitas.

2.11. allitas. Legyen s = (s1,S82,...Sn) Sstratégiavdlasztds és xs = (Xsys---5Xs,) @ neki megfeleld
tiszta stratégidk. Ekkor s pontosan akkor tiszta Nash-egyensily, ha xs kevert Nash-egyensily.

Egy 0_; = (01,02,...0i-1,0i41,...0p) € A_; vektort részleges kevert stratégiavalasztiasnak
neveziink. Egy o_; € A_; részleges kevert stratégiavilasztasra v € A;-t legjobb kevert vélasz, ha
u;(7y,0_;) értéke a lehetséges legnagyobb. A o kevert stratégia pontosan akkor van Nash-egyenstlyban,
ha minden i-re o; legjobb véilasz o_;-re.

Minden z € S; tiszta stratégidra hatdrozzuk meg u;(x.,0_;)-t, a tiszta z stratégia hasznossdgat
o_;-vel szemben. Jeldlje Z, , C S; azon z € §; tiszta stratégidk halmazat, amelyekre u;(x,,0-;)
maximalis, ezeket az o_;-re adhat6 legjobb tiszta valaszoknak nevezziik. supp(vy)-val jeloljik egy
v € A; stratégia tartdjat, azon z € S; stratégidk halmazat, melyekre v(z) > 0.

2.12. lemma. Egy v € A; stratégia akkor és csak akkor legjobb kevert vdlasz o_;-re, ha supp(y) C
C Zy_,, tehdt ha legjobb tiszta vdlaszokbol van ,kikeverve”.
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Bizonyitds. Legyen a legjobb tiszta stratégidkndl a varhato nyereség X. A ~ stratégia varhatd nyere-
ségét igy irhatjuk fel:

i(7,0-i) Z 7 Ui Xz70— < Z ’Y(Z)X =

z€S; z€S;

vagyis egy kevert stratégiaval elérhetd nyereség legfeljebb annyi, mint a tiszta stratégiakkal elérhetd
legjobb nyereség. Tovabba egyenldség pontosan akkor all fenn, hogyha v(z) > 0 esetén u;(x,,0-;) = X,
ami épp az allitassal ekvivalens. O

A kovetkezo fejezetben belatjuk Nash kulcsfontossagu tételét:

2.13. tétel (Nash, 1951). Minden véges jatékban létezik kevert Nash-egyensily.

Nézziink el6szor néhiny példat.

2.14. allitas. A k6-papir-ollo jaték egyetlen kevert Nash-egyensilya az, amikor o1 = o9 = (%, %, %)

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekten, hogy van méasik Nash-egyensuly is; a szimmetria miatt felteheto,
hogy o1(k6) < o1(papir) < o1(oll6), és az elsé vagy mésodik egyenlStlenség szigortan teljestl. Azt
allitjuk, hogy a masodik jatékos részérdl papirt jatszani nem tartozik a oj-re adhaté legjobb tiszta
valaszok kozé. Valoban,

u2(01, Xpapfr) = 01(k8) — o1(oll6) <0,
ezzel szemben

ug(o1, Xollo) —01(k6) + o1 (papir) > 0.

Az €l6z6 lemma szerint tehat oy(papir) = 0. De ekkor az elsé jatékos részérdl az ollé nem legjobb
tiszta vélasz, mert a kére és ollora megszoritott jatékban a ké erésen domindlja az ollot. Azt kaptuk,
hogy o1(0ll6) = 0, ami ellentmondas. O

A szarvas-liba-vadaszat (angolul moose-goose-hunt) nevii jaitékban n ember mindegyike vilaszt-
hat, hogy bedll a szarvasra vadaszé csapatba, vagy elmegy egyediil libara vadaszni (n > 2). A libara
vadészok nyeresége ¢;, a szarvasra vadaszok viszont csak akkor tudjak elejteni a szarvast, ha mind az
n ember Osszefog, ekkor a nyereség fejenként cs,, ami tobb, mint ¢;, ha kevesebben mennek szarvasra,
akkor 0 a nyereségiik. Meg szeretnénk hatirozni a szimmetrikus kevert Nash-egyensiilyokat, vagyis
az olyan kevert Nash-egyensulyokat, amiknél mindenkinek ugyanaz a kevert stratégiaja. Legyen ez
<p527pl)-

Ha ps, = 1 és p; = 0, akkor mindenkinek c,, a nyeresége, és ha valaki valtoztat, akkor rosszabul
jar, tehat ez Nash-egyensily. Ha ps, = 0 és p; = 1, akkor mindenkinek ¢; a nyeresége, és ez is nyilvan
Nash-egyenstily.

Ha ps, és p; is pozitiv, akkor a 2.12. lemma alapjan mindkét tiszta stratégianak legjobb valasznak
kell lennie a tobbiek vilasztasara egy ¢ jatékos részérol. Ha ¢ a szarvast valasztja, akkor varhaté
nyeresége p?z_l - Cs», ha libat, akkor ¢;, tehat p?z_l “Csy = CJ, VAZYIS Psy = ™ \1/> éspp=1—n \1/5
alkotjak a nem tiszta szimmetrikus kevert Nash-egyensulyt.

Az ,azonos érmék” jatékban nincs tiszta Nash-egyensuly. Azt allitjuk, hogy az egyetlen kevert
Nash-egyenstly, ha mindkét jatékos %f% eséllyel valaszt fejet vagy irast. Vildgos, hogy a Nash-egyensiilyban
egyik jatékosnak se lehet tiszta a stratégiaja, hiszen akkor a masik jatékos legjobb valasza egyértelmi
lenne, tehat a masik stratégiaja is tiszta lenne, de tiszta Nash-egyenstuly nincs.

Mivel ezek szerint mindkét jatékos mindkét stratégidt pozitiv valdsziniiséggel valasztja, mindkét
jatékos stratégiaja rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, rd a fej is és az iras is legjobb tiszta vilasz.
Ebbdl a kovetkez6 egyenleteket kapjuk, ha az elsé jatékos p valdszinliséggel valaszt fejet, a masodik
pedig g-val:

-p+(1-p)=p-—(1-p)
qg—(1—-q)=—-q+(1-q).
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Ezt megoldva p =q =1/2.

Erdekes jatékot kapunk a kovetkezé médositdssal: ha mindketten fejet valasztanak, akkor az elsé
jatékos nyereménye legyen 1 helyett egymillié dollar (de a mésodik jatékos vesztesége tovabbra is 1
dollar; vegyiik észre, hogy igy mar nem 0-0sszegii a jaték):

1.\2.|] F I |
F 10, -1 -1,1
I 1,10 1,-1

Hogyan véltozik a kevert Nash-egyensuly ? Elsore azt gondolndnk, hogy az els6 jatékos nagyobb va-
16szintiséggel fog fejet valasztani, de nem ez torténik. Tovabbra is igaz, hogy a kevert Nash-egyenstlyban
mindkét jatékos stratégidja olyan, hogy ra a fej is és az irds is legjobb tiszta védlasz. Az ebbél addédo
egyenletek:

—p+(1—-p)=p—(1-p)
10°% —(1—q)=—q+(1—q).

Azt kapjuk, hogy p = 1/2,q = 2/(105 + 3). Azaz az elsé jatékos tovabbra is azonos valészintiség-
gel vélaszt, mig a mésodik jatékos, akinek tulajdonképpen mindegy hogy az elsé nyer-e egy milliét,
nagyon nagy valésziniiséggel irast fog valasztani. A Nash-egyenstilyban az elsé jatékos nyeresége (106 —
—1)/(10° + 3), a méasodik jatékos nyeresége pedig 0.

Megjegyezziik, hogy ez a Nash-egynstly bizonyos értelemben elég instabil. Ugyanis ha a masodik
jatékos kicsit megnoveli g értékét (amivel a sajat hasznat nem valtoztatja), azzal eléri, hogy az elsé
jatékosnak érdemes legyen novelni p-t. Viszont p névelésével a méasodik jatékos is néveli a nyereségét,
hiszen & tovabbra is nagy valdszintiséggel frast valaszt. Tehat a méasodik jatékos ugyan az elsé jatékos
fix stratégidja mellett nem tud javitani, de ra tudja venni az elsé jatékost egy olyan modositasra, ami
neki is elényos. Ilyen jellegl stabilitasi kérdéseket a 2.10 fejezetben, az evoliciés egyensiilyok kapcsan
fogunk alaposabban vizsgalni.

2.15. feladat. Lassuk be, hogy a héja-galamb jatékban a két tiszta Nash-egyensiily mellett még egy

harmadik 1étezik, amikor mindketten (%, %) ardnyban valasztanak a héja és galamb stratégia kozott!

2.16. feladat. Hatdrozzuk meg a 2.2. fejezet végén levd szamvilasztasi jaték oOsszes kevert Nash-
egyensulyat!

Iteralt eliminalas kevert stratégiakkal

Az iteralt eliminalas mddszere kiterjeszthetd arra az esetre is, amikor a domindlé stratégia kevert. Ha
példaul az els6 jatékosnak van olyan o1 kevert stratégiaja, ami er6sen dominal egy s; € S7 stratégiat,
akkor sq-et torolhetjiik S1-bol. Ezt ismételjiik, amig lehet, természetesen barmely jatékosra.

2.17. allitas. Az idterdlt elimindlds fenti, szigori valtozatdndl sose torlink kevert Nash-egyensilyt,
vagyis ha si-et toroljik, akkor 6 nem szerepel kevert Nash-egyensuly tartojaban.

2.18. feladat. Bizonyitsd be a fenti allitast.

Megjegyezziik, hogy itt is igaz, hogy az iteralt eliminalds fenti, szigori valtozatanal a végeredmény
nem fligg a torlések valasztdsatdl. Az iteralt eliminalds laza valtozatara ez nem igaz, de az alabbi igen:

2.19. allitas. A laza elimindlds utdni jaték kevert Nash-egyensilya az eredeti jatéknak is kevert Nash-
egyensilya.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy egy s; € S; stratégiat toroltiink, mert o} gyengén dominalta; feltehetd,
hogy s; nem szerepel o, tartéjaban. Legyen o a maradék jaték egy kevert Nash-egyensulya. Ha o
nem Nash-egyensilya az eredeti jatéknak, az csak amiatt lehet, hogy o; nem legjobb valasz o_;-re,
hiszen a tobbi jatékos stratégiai legjobb védlaszok maradnak. Az i-edik jatékos jobb vélasza pedig
csak s; lehet, azaz u;(xs;,0-i) > u;(0). De a gyenge domindlas miatt u;(o},0_;) > wi(xs,;,0-4), igy
ui(o},0_;) > u;(0), ellentmondédsban azzal, hogy o Nash-egyenstly az s; nélkiili jatékban. O
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2.20. kovetkezmény. Az iterdlt elimindlds szigori valtozatdndl (azaz amikor csak erésen domindlt
stratégidkat torlink) a kapott jaték Nash-egyensilyai megegyeznek az eredeti jaték Nash-egyensilyaival.

Bizonyitds. Elég csak egyetlen s; € S; stratégia torlésére bebizonyitani. A 2.17 &llitas értelmében s;
nem szerepel Nash-egyensuly tartéjaban, és a Nash-egyensilyok nyilvan s; torlése utén is teljesitik a
Nash-egyenstly feltételeit, igy az eredeti jaték minden Nash-egyensilya a torlés utdani jatékban is az.
A forditott irdny a 2.19 allitasbdl kévetkezik. O

Példaként nézziik a héja-galamb jaték aldbbi médositasat, ahol az els6 jatékosnak van egy , karvaly”
stratégiaja is. A karvaly a héja ellen még rosszabbul jar, galamb ellen viszont jobb:

Héja Galamb
Héja 0,0 4,1

Galamb | 1, 4 3,3

Karvaly | -1, 1 6, -1

Vegytiik észre, hogy példaul az 5/8G + 3/8K kevert stratégia erésen dominalja a H (héja) stratégiat,

e sz

er0sen domindns stratégidja, és erre az els6 jatékos legjobb véilasza G, igy az egyetlen Nash-egyensily
a tiszta (G, H). Vagyis azzal, hogy az els6 jatékos lehetdségeit noveltiik, a Nash-egyensilyok halmazét
lesziikitettiik az elsé jatékos szamara legrosszabbra.

2.21. feladat. Mutasd meg, hogy egy LP feladatként felirhat6, hogy van-e olyan kevert stratégia, ami
domindl egy adott stratégiat.

2.22. feladat. Keresd meg az 6sszes kevert Nash-egyensulyt az aldbbi jatékban!

X Y Z
A[3,4 53 23
B|25 3,9 4,6
Cl3,1 2,5 7,4

A k-szor ismételt fogolydilemmaban korabban kijott, hogy egy tiszta Nash-egyensilyban mindkét
jatékos végig 6nz6 modon viselkedik. Most belatjuk, hogy ez kevert Nash-egyenstlyokra is igaz.

2.23. Allitas. Ha o a k-szor ismételt fogolydilemma kevert Nash-egyensilya, akkor o szerint jdtszva
a jatékosok 1 valdsziniiséggel végig onzdek.

Bizonyitas. Indirekt tegyik fel, hogy valamelyik kérben valamelyik jatékos pozitiv valdszinliséggel
egyluttmiikodik, és legyen az i-edik az utolsé ilyen kor. Feltehetd, hogy az elsé jatékos p > 0 valdszi-
niséggel egylittmiikodik ebben a korben.

Legyen o} az a stratégia, ami az (i — 1)-edik korig ugyanaz, mint o1, utdna pedig mindenképp 6nz6.
Ekkor az (i—1)-edik korig ugyanaz torténik a jatékban, mint o esetén. A méasodik jatékos i-edik korbeli
kevert stratégidja ugyanaz (o], 02) esetén, mint o esetén, hiszen csak az els6 i — 1 kor eseményeitl
fiige. Mivel az i-edik korben az elsd jatékos of szerint a szigortian domindns stratégidjat jatssza, oy
szerint viszont p valdsziniiséggel nem, az i-edik korben szigortian jobban jar o)-vel mint o-gyel.

Az i-edik kor utdn o szerint az elsé jatékos koltsége minden korben 4, a o szerinti jatékban pedig
legfeljebb 4, tehat osszességében u;(0],02) > u;(0). Ez ellentmond annak, hogy o Nash-egyenstly. [

Geometriai médszer

A Cournot duopdliumnél geometriai mddszerrel hataroztuk meg a tiszta Nash-egyensilyt egy olyan
jatékban, ahol mindkét stratégiahalmaz a nemnegativ valésak halmaza. Most egy hasonldé mddszert
irunk le, amivel a kevert Nash-egyenstlyokat lehet megkeresni egy kicsi, véges stratégiai jatékban. Ha
két jatékos van és mindkettonek csak két stratégidja, akkor a sikon abrazolhatjuk a legjobb valaszokat,
és igy geometriailag meg tudjuk hatarozni a kevert Nash-egyensilyokat. Nézziik példaként a nemek
harca jatékot!
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Fit \ Lany | Quimby Tankcsapda
Quimby 1,2 0,0
Tankcsapda 0,0 2,1

Tegyiik fel, hogy a lany y valdsziniiséggel valasztja a Quimbyt és 1 — y valésziniiséggel a Tankcsapdat.
Mi erre a fit legjobb valasza? Ha a fit x valdszintiséggel valasztja a Quimbyt, akkor a varhaté nyeresége

z-y-l+(1—2)-y-0+2-1—-y)-0+(1—2)- (1—-y)-2=32y—20—2y+2=2z-(3y—2) — 2y +2.
(z,1 — x) akkor legjobb kevert vilasz (y, 1 — y)-ra, ha ez maximaélis, vagyis
— 3y — 2 > 0 esetén akkor, ha x =1,
— 3y — 2 < 0 esetén akkor, ha x = 0,
— 3y — 2 =0 esetén tetszbleges = € [0,1] — re.

Jeloljiik By (y)-nal ezen z-ek halmazat, tehét amikre (x,1 — ) a fiti részérdl legjobb kevert valasz

s s

esetén y = 1, © < 1/3 esetén y = 0, x = 1/3 esetén pedig tetszéleges y € [0, 1]. Jeloljuk Ba(z)-szel
ezen y-ok halmazat, tehat amikre (y, 1 —y) a lany részérdl legjobb kevert valasz a fiu (z,1 — x) kevert
stratégidjara. Abraroljuk a sikon a két halmazértékii fliggvényt!

Yy
y € By(x)

x € Bi(y)

wiN

Wil

11. abra

Egy ((z,1 — x),(y,1 — y)) kevert stratégiavdlasztds pontosan akkor kevert Nash-egyensiily, ha
(z,y) benne van a metszetben, vagyis jelen esetben a két tiszta Nash-egyenstlyon kiviil van egy
harmadik kevert Nash-egyenstly: ha a fii 1/3 valészintiséggel a Quimbyt valasztja, 2/3 val6szintiséggel
a Tankcsapdat, a lany meg forditva.

2.24. feladat. Keresd meg az 6sszes kevert Nash-egyensiilyt a kovetkezo jakékokban: azonos érmék,
fogolydilemma, héja-galamb jaték!

2.25. feladat. A fej vagy iras jaték egy valtozata: két jatékos egyszerre mutat 1l-est vagy 2-est. Ha
az 0sszeg paros, az els6 jatékos nyer a masiktél annyit, amennyi az 6sszeg, ha paratlan, akkor pedig a
masodik.

a) Van-e valamelyik jatékosnak olyan kevert stratégidja, aminél a nyereményének varhatéd értéke
pozitiv, fliggetleniil a masik stratégiajatol?

b) Mi a Nash-egyenstly ?
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2.26. feladat. Nézziik a legegyszeriibb licitalasi jatékot: adott n jatékos, és egy targy, ami az i-edik
jatékosnak wv;-t ér. A jatékosok egymastol fiiggetleniil ajanlanak egy Gsszeget. A legjobb ajanlatot
adé kapja a targyat, és ki kell fizetnie az ajanlott Osszeget. Ha tobben is ugyanazt licitaljak, senki
sem kapja meg. Van-e dominans stratégia, vagy tiszta Nash-egyensily ? Mi a helyzet, ha ugyanakkora
licitek esetén kisorsoljak a targyat (ilyenkor persze a haszon varhat6 értékét kell nézni)?

2.27. feladat. A ,Chicken” jatékban két jatékos vezet egymassal szemben, és az nyer aki nem tér ki
a masik el6l. Ha mindketto kitér, a hasznuk 1, ha egyik sem tér ki, a hasznuk -2, ha pedig csak az
egyik tér ki, az 0 haszna -1, a masik jatékosé pedig 2. Mutassuk meg, hogy ebben a jatékban harom
kiilénb6z6 kevert Nash-egyenstly van.

2.28. feladat. A Chicken jaték durvabb valtozataban két jatékos vezet egymassal szemben, és az nyer
aki nem tér ki a masik el6l. Ha mindketto kitér, a hasznuk 1, ha egyik sem tér ki, a hasznuk -1480, ha
pedig csak az egyik tér ki, az 6 haszna -1, a masik jatékosé pedig 2. Mik a kevert Nash-egyensulyok?

2.29. feladat. Tekintsiik azt a kétszemélyes jatékot, ahol az elsé jatékos hasznossagi matrixa A, a
mésodiké pedig B (mindketténél a sorok az elsé jatékos stratégiai):

30 3 2
Szamoljuk ki az 6sszes kevert Nash-egyenstilyt.

2.30. feladat. Két jatékos vilaszt egy-egy szamot az {1, ...,n} halmazbdl. Ha a két szdm kilonbségé-
nek abszolat értéke 1, akkor az els6 jatékos nyer, a masodik pedig veszit 1-et. Az Gsszes tobbi esetben
egyikiik sem nyer. Keressiink Nash-egyensulyt n = 7-re! Nehezebb: keressiink Nash-egyensulyt tetszé-
leges n-re.

2.5. Nash-tétel, Sperner-lemma és Brouwer fixpont tétele

Nash egyenstlyi tételének bizonyitasahoz sziikségiink lesz Brouwer topoldgiabdl ismert fixpont tételére.

2.31. tétel (Brouwer, 1912). Ha C C R™ egy konvex és kompakt halmaz, f : C — C egy folytonos
fliggvény, akkor létezik olyan x € C, amelyre f(x) = x.

2.32. gyakorlat. Igazoljuk a tételt m = 1 esetére!

Brouwer tételének bizonyitdsdhoz egy kombinatorikai allitasra lesz sziikségiink. Ezt el6szor m =
= 2 esetére mondjuk ki és igazoljuk. Egy haromszog felosztasa kis haromszogekre a kévetkezot jelenti:
felvesziink a haromszog oldalain illetve belsejében tetszoleges Gj pontokat. Ezeket 6sszekotjiik egymast
nem metsz6 egyenes szakaszokkal ugy, hogy minden keletkezd tartomany hiromszog legyen. Minden
szakaszra pontosan két haromszog illeszkedik, kivéve az oldalakon levé szakaszokat, amelyekre egy.

2.33. lemma (Sperner, 1927). Legyen adott eqy ABC' hdromszdg tetszdleges felosztdsa kis hdromszo-
gekre. A kis hdaromszégek dsszes csucsa ki van szinezve a piros, kék és zold szinek egyikével, a kévetkezd
szabdlyok szerint. A piros, B kék, C zold; az ABC hdromszdg oldalain levd pontok a két végpont
szinének az egyikével vannak kiszinezve. Ekkor pdratlan sok olyan kis hdaromszog létezik, amelynek
mindegyik cstcsa killonbozd szini.

Bizonyitds. Nevezziik tarkdnak egy olyan haromszoget, amelynek a hirom csicsa kiilonb6z6 szinf.
Definidlunk egy H = (T, F') grafot, melynek cstcsai az olyan hdromszogek, amelyeknek legalabb egy
csucsa piros és legalabb egy kék. Két haromszdgnek megfeleld csiicsot akkor kotiink Ossze éllel, ha van
kozos oldaluk, amelynek az egyik végpontja piros, a masik kék (1d. 12(b) abra)

Vegyiik észre, hogy H-ban minden csiics foka nulla, egy vagy ketté. Egy nem tarka T-beli harom-
sz0g foka egy, ha az egyik piros-kék oldala a nagy héromszog AB-oldalara esik (ezek szdma legyen
p); a tobbi nem tarka T-beli hdromszog foka ketté. Egy tarka T-beli haromszog foka hasonlé médon
nulla vagy egy. A nulladfoku tarka haromszogek szdma legyen ¢, az els6fokiaaké r.
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12. 4dbra

Az AB oldalon paratlan sok piros-kék szakasz van, hiszen A-bdl B felé haladva az osztopontokon
paratlan sokszor valtozik a szin. Legyen ezek szdma 2a + 1. Ekkor p + ¢ = 2a + 1, mivel minden ilyen
élre illeszkedik egy T-beli hiromszog, amely vagy nem tarka, vagy tarka.

H-ban a paratlan foka pontok szama p + r, ez péaros kell legyen; legyen p + r = 2b. (H valéjaban
utakbol, korokbol és izolalt pontokbdl 4ll.) A tarka haromszogek széma ekkor

g+r=Q2a+1-p)+2b—p)=2(a+b—p)+1, (3)
valéban paratlan. O

A lemmat altalanositjuk magasabb dimenziéra is. m-dimenziés szimplex alatt az R™ térben m +
+ 1 altaldnos pont konvex burkéat értjiik (olyan pontok, melyek nem esnek bele (m — 1)-dimenziés
hipersikba). Egy m-dimenziés szimplex lapjai (m — 1)-dimenziés szimplexek, amelyeket egy cstics
elhagyasaval kaphatunk. (Az 1-dimenziés szimplexek éppen a szakaszok, a 0-dimenziésak a csticsok
voltak).

A szimplicidlis felosztas a haromszogekre valo felosztas altaldnositasa lesz. Legyen adott egy m-
dimenziés szimplex. Ennek hataran és belsejében felvesziink tetszéleges ij pontokat; majd felvesziink
rajuk illeszked6 (m—1)-dimenzids szimplexeket gy, hogy azok ne messék egymast, és a végén keletkez6
tartoméanyok mind m-dimenziés szimplexek legyenek. Ezeket ,kis szimplexeknek” fogjuk nevezni. Egy
szinezett csicsu szimplexet tarkanak neveziink, amennyiben minden csticsa kiilonb6z6 szinf.

2.34. lemma (Sperner, 1927). Vegyik az Ay, Ag, ..., Apmt1 pontok dltal kifeszitett m-dimenzids A
szimplex eqy tetszéleges szimplicidlis felosztdsdt. A felosztasban szerepld csiucsokat szinezziik ki az
1,2,....,m + 1 szinekkel gy, hogy az A; csiucs az i szint kapja, tovabbd az S lapjaira esé pontok a
lapon levd csicsok eqyikének szinét kapjdk. Ekkor a felosztdsban pdratlan sok tarka kis szimplex van.

Bizonyitds. m szerinti indukciéval bizonyitunk. Az m = 1 eset trividlis; a 2.33. lemma az m = 2 esetre
bizonyit. Lényegében ugyanazt a bizonyitast ismételjiik el.

Legyen T azon kis szimplexek halmaza, amelyeknek a cstcsain az 1,2,...,m szinek mindegyike
szerepel. Egy ilyen szimplex vagy tarka, vagy valamelyik 1 < j < m szin kétszer szerepel, mindegyik
més szin pontosan egyszer. Egy (m — 1)-dimenziés szimplexet m-tarkdnak neveziink, ha tarka, és
csucsain éppen az 1,2,...,m szinek szerepelnek.

Definidljuk a H = (T, F) grafot gy, hogy két szimplexet akkor kotiink Gssze, ha van kozos m-
tarka lapjuk. Vegyiik észre, hogy egy tarka szimplexnek pontosan egy m-tarka lapja van, egy nem
tarka T-belinek pedig kettd. Egy m-tarka lapra pontosan két T-beli szimplex illeszkedik, ha a lap A-n
beliil helyezkedik el, és 1, ha A egyik lapjan. A szinezés tulajdonsiga alapjan A egyetlen olyan lapja,
amely m-tarka szimplexet tartalmazhat, az Ay, ..., A, pontok altal kifeszitett (m — 1)-dimenzids A’
szimplex.
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Tekintsiik ezt az A’ lapot! Az eredeti m-dimenzids felosztas ezen egy (m — 1)-dimenzids felosztést
ad meg; ebben a tarkdk éppen az m-tarka szimplexek. Az indukcié szerint paratlan sok ilyen van,
legyen a szamuk 2a + 1. Koziilik mindegyikre illeszkedik egy T-beli m-dimenzids szimplex; legyen
ezek kozil a tarkdk szdma ¢, a nem tarkdk szama p, vagyis p + ¢ = 2a + 1. Ezek fokszama H-ban 0
illetve 1 lesz.

A maradék tarka szimplexek szama legyen r; ezek foka H-ban 1 lesz. A tobbi T-beli szimplex foka
2: ezek tehat azok, akik nem tarkdk, és nincsen A’-re illeszked6 m-tarka lapjuk.

A 2.33. lemma bizonyitasahoz hasonlé érveléssel H-ban az els6foktl pontok szama paratlan: p+r =
= 2b, innen (3) alapjén kovetkezik, hogy a tarka szimplexek szdma, g + r, paratlan. Ezzel a bizonyitas
befejez6dott. O

A 2.31. tétel bizonyitdisa. Csak arra az esetre bizonyitunk, amikor C' egy m-dimenzids szimplex. Ebbol
itt nem részletezett topologiai megfontolasok alapjan kovetkezik az allitas tetszoleges konvex kompakt
halmazokra. Jelojik S-sel C felszinét, azaz lapjainak uniéjat! Tegytik fel indirekten, hogy a leképezés-
nek nincs fixpontja: z # f(x) tetszéleges x € C-re. Minden x € C-re tekintsiik az f(x)x félegyenest,
és legyen T'(x) az a pont, ahol ez S-t metszi! (Ha f(z) € S, akkor T'(x)-et a félegyenes S-sel vett masik
metszéspontjaként definidljuk.)

Ezéltal definidltunk egy T : C' — S leképezést. Ha z € S, akkor viladgos, hogy T'(x) = x. Kénnyen
lathatd tovabbé, hogy ha f folytonos volt, akkor T is az. Szinezziik most ki C' minden pontjat az
1,2,...,m+ 1 szinekkel ugy, hogy x a T'(x)-hez legkozelebbi A; cstcs ¢ szinét kapja. Ha t6bb csticstol
egyenld tavolsagra van, valasszunk ezek koziil tetszOlegesen. Teljesiilnek a Sperner-lemma szinezési
feltételei: minden A; cstcs szine i lesz, és C minden lapjan a pontok e lap valamelyik csicsdnak szinét
kapjak.

Vilasszunk egy ,kicsi” € > 0-t! Ehhez T folytonossdga miatt 1étezik olyan d, hogy ha d(z,y) < §
akkor d(T'(z),T(y)) < e. (d(z,y) az = és y pontok tavolsdgat jeloli.) Készitsiink el C-nak egy olyan
szimplicidlis felbontésat, amelyben barmely kis szimplex atmérdje (pontjai kozt fellép6 legnagyobb
tavolsag) kisebb §-nal!

A Sperner-lemma szerint van egy tarka szimplex: legyenek ennek cstcsai x1, ..., Tm+1, amelyek
rendre az 1,2,...,m + 1 szinekkel vannak kiszinezve. Fzen csticsok koziil barmely ketté tavolsaga
kisebb ¢-nal, ezért a T'(z1),...,T(xm+1) pontok kozill barmely ketté tavolsdga kisebb e-nal. Mivel
mindegyik pont a C szimplex felszinén, S-en helyezkedik el, ezért van egy olyan C’ lapja C-nak, hogy
az T1, ..., Tmy1 pontok mindegyike vagy C’-n, vagy ett6l legfeljebb e tavolsdgra helyezkedik el. Legyen
A; a C'-n nem szerepld cstics! Ekkor megfelelen kicsi e-t vdlasztva ellentmonddsra jutunk azzal, hogy
T(x;)-hez az A; cstics volt legkozelebb. O

Készen allunk a Nash-tétel bizonyitasara.

A 2.13. tétel bizonyitdsa. A kevert stratégiavalasztasok halmaza, A = [[7; A; azm = Y, m; dimenziés
tér egy konvex, kompakt részhalmaza. Ezen szeretnénk egy folytonos f fiiggvényt definidlni, melynek
fixpontjai éppen a kevert Nash-egyensulyoknak felelnek meg.

Legyen o = (01,...,0,) € A egy kevert stratégiavilasztas. Az i. jatékos egy z € S; stratégiajara
legyen

!/

0i(2) == 04(2) + max(0, u;(xz,0-i) — ui(0)),

vagyis ha z-vel i jobban jir, mint o;-vel, akkor noveljiik a z valdszintiségét. Ekkor viszont o] méar
nem lesz valésziniiségi eloszlas, tehat normalizalnunk kell (egy = nemnegativ vektor normalizaltja a

nrml(x) :==xz/ > x;):

f(o) := (nrml(o}), nrml(c%), . .. nrml(a},)).

Koénnyen lathatd, hogy f : A — A folytonos fiiggvény. A 2.31. tétel szerint 1étezik egy o € A,
amelyre f(o) = o. Azt allitjuk, hogy ez egy kevert Nash-egyenstily, s6t a pontosan a fixpontok a kevert
Nash-egyenstlyok. Ehhez azt kell belatnunk, hogy minden i jatékosra

o; =nrml(o}) <= Vz € S; : ui(xz,0-i) < u;i(0).
A <" irdny vildgos. A ,—>" irdnyhoz vegyiik észre, hogy mindig van olyan z, amire u;(x,,0_;) <

< wi(o). Ha indirekten lenne olyan 2/, amire u;(x,,0-;) > wui(o), akkor a normalizaldsndl 1-nél
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nagyobb szdmmal osztunk, ezért az el6z6 z-re nrml(o}(z)) < 0;(z) lenne, ami ellentmond a feltevéssel.

g

A feltételek koziil a végesség nem hagyhaté el, ahogy az alabbi példa is mutatja. Tegyiik fel, hogy
két jatékos arul egy adott terméket, amire harom potencidlis vevé van (A4, B és C'). Mindharman egy
egységet szeretnének venni, és legfeljebb egy egységnyi pénzt fizetnek érte. A mindenképpen az elsé
jatékostol vasarol, B mindenképpen a masodiktél, C' pedig attdl, aki olcsébban adja; egyenléség esetén
azonban az els6 jatékost preferalja.

Csak diszkrét eloszlasokkal akarunk foglalkozni, ezért tegyiik fel, hogy a termék lehetséges arai
3 + 55 pozitiv egész k-ra. Ekkor egy kevert stratégia-vektor egy ({pr}i2y, {qr}72,) sorozat-pér, amire
pr > 0, ¢ > 0 minden k-ra, és > 7o pr = >neq1 @k = 1. Az els6 jatékos py valdsziniiséggel valasztja
arnak % + 2%—‘5, a masodik jatékos pedig ¢ valésziniiséggel, egymastdl fliggetleniil.

2.35. allitas. A fenti jatékban nincsen kevert Nash-egyensily.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy ({pr}32,, {ar}7>,) Nash-egyensily. Az aldbbi allitasok egyszerii
szamolassal kijonnek, ha megnézziik, hogy egy jatékos tud-e nyerni azzal, hogy valamelyik pj (illetve
qr) valoszintiséget lecsokkenti O-ra, és pg_1-et vagy prii1-et pedig ugyanennyivel megnoveli.

(i) ha k> 1 és pp > 0, akkoqu>2,C T

(ii) ha pg > 0, akkor gr41 < 2k+1

(iii) ha k > 1 és g, > 0, akkor pr—1 > m=r— 1+1

(iv) ha g > 0, akkorpk<2k+1

Ha k > 1, akkor (i) miatt py > 0 esetén g > 0, (iii) miatt pedig pp_1 > 0. Tehdt vagy py minden k-ra
pozitiv, vagy létezik egy K szam, hogy pr > 0 < k < K. El6bbi esetben k > 1 esetén g > 0, utébbi
esetben pedig g >0ha 1 <k < K,ésq,=0hak>K+1.

Mivel (ii) miatt k& > 1 esetén g < %}71“, csak gy kaphatunk Gsszegként 1-et, ha g; > 0, amibol

(iv) miatt p; < % Miésrészt (i) és (iv) egyiitt azt adja, hogy k > 1 esetén p; < 2;;:{1% < %qk, ezért
D ke Pk < %, ellentmondasban azzal, hogy p; < % és > pk = 1. O

A Nash-tételre adhaté egy mésik bizonyitds, ami a Brouwer fixpont-tétel helyett a kiévetkezd,
bonyolultabb fixpont-tételt hasznalja.

2.36. tétel (Kakutani). Ha C C R™ kompakt, konvex, nem iires halmaz, és f : C — 2¢ olyan
halmazértékd fiigguény, amire teljesiilnek a kévetkezdk:

— minden x € C-re f(x) konvez, nemires halmaz,

— [ grafikonja zdrt, vagyis ha {z;} és {y;} konvergens sorozatok, amikre y; € f(x;), akkorlimy; €
€ f(limx;).

Ekkor f-nek van fizpontja, vagyis olyan x € C, hogy x € f(x).

A Nash-tétel bizonyitdsa a Kakutani-tétellel. Legyen C' = A, azaz a kevert stratégia-vektorok hal-
maza. Ez szimplexek direkt szorzata, tehat kompakt és konvex. Az f halmazértékl figgvényt tgy
definidljuk, hogy o € A-ra f(0); a o_;-re vonatkozo legjobb vélaszok halmaza (azaz a legjobb tiszta
valaszok konvex burka, tehat nemiires, konvex zart halmaz). Be kell még latnunk, hogy f grafikonja
zart. Mivel egy limy; tartéjaban 1évé stratégia végtelen sok y; tartéjaban benne van, ezért végtelen
sok x;-re legjobb tiszta valasz, igy lim x;-re is legjobb tiszta valasz.

A Kakutani-tétel szerint 1étezik o € A, amire o € f(0). Ez pont azt jelenti, hogy minden i-re o;

legjobb vélasz o_;-re, tehdt o Nash-egyensiily. O

Egy n jatékosos jatékot akkor neveziink szimmetrikusnak, ha S7 = Sy = --- = 5, és a jaté-
kosok minden 7 permutdcidjara u;(s1, .. .,5n) = Ur(i)(Sx(1)s - -+ Sr(n))- Egy o kevert Nash-egyenstily
szimmetrikus, ha 01 = 09 = -+ - = gy.
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2.37. feladat. Bizonyitsd be, hogy szimmetrikus jatéknak van szimmetrikus kevert Nash-egyenstlya !

2.38. feladat. Mik a szimmetrikus Nash-egyensulyok abban a szimmetrikus jatékban, ahol az els6
jatékos hasznossagi matrixa I,,7 Van-e nem-szimmetrikus Nash-egyenstly ?

2.6. Maximin stratégia

Nézziink most egy paranoid jatékost, aki azt feltételezi, hogy a tobbiek meg fogjak tudni a kevert
korilmények kozott milyen kevert stratégiaval tudja a legnagyobb varhato nyereséget elérni. Mashogy
fogalmazva: olyan kevert stratégiat akar valasztani, ami maximalizalja a tobbi jatékos stratégiavalasz-
tdsdra nézve lehetd legkisebb varhatd nyereségét. Az ilyen kevert stratégiat maximin stratégianak
nevezziik. Formalisan o; € A; maximin stratégidja az i-edik jatékosnak, ha

s,rfleig,i ui(og,5-5) > s,r?eig,i wi(7y, S—i)

minden v € A; kevert stratégidra. A ming ,ecg , ui(oi,s—;) értéket az i-edik jatékos biztonsagi
szintjének nevezziik. Fontos, hogy varhaté értékrol van sz, azaz nem garantalt, hogy ennyi nye-
reséget elér, de barmi is a tobbi jatékos stratégidja, garantaltan legaldbb ennyi a nyereség varhaté
értéke.

Ha minden jatékos maximin stratégiat jatszik, az nem feltétleniil Nash-egyensuly. Tekintsiik példaul
a héja-galamb jatékot. Ha galamb stratégiat valasztunk, garantaltan legaldbb 1 a nyereségiink, és ennél
jobbat semmilyen més kevert stratégia nem tud garantalni, s6t, minden mas stratégia esetén szigoriuan
kisebb lesz a nyereség, ha a masik jatékos a héja stratégiat valasztja. Igy a tiszta galamb az egyetlen
maximin stratégia, de mint lattuk, a (galamb,galamb) nem Nash-egyensily. A kovetkez6 fejezetben
viszont meg fogjuk mutatni, hogy 0-dsszegii kétszemélyes jatékok esetén a maximin stratégiak Nash-
egyensulyt adnak.

e sz

jatékban is:

L\2.| F I |

A\
F 10, -1 -1,1
I 1

1,1 1,-

Tegyiik fel, hogy az elsé jatékos p valdsziniiséggel valaszt fejet. Ha a masodik fejet valaszt, akkor az
els6 nyeresége 10% — (1 — p), ha pedig frast, akkor —p + (1 — p). Az els6 jatékos biztonsagi szintje
tehat max, min{10% — (1 —p), —p+ (1 —p)} (vildgos, hogy itt elég a méasodik jatékos tiszta stratégidit
tekinteni). Azt latjuk, hogy 0 < p < 2/(10° + 3) esetén 10% — (1 — p) a kisebb és monoton né,
2/(10% + 3) < p < 1 esetén pedig —p + (1 — p) a kisebb és monoton csokken. A maximum tehdt
p = 2/(105 + 3)-ban vétetik fel, a biztonsagi szint (10° — 1)/(10° 4 3).

Nézziik most a masodik jatékos maximin stratégiajat, tegyiik fel hogy ¢ valdsziniiséggel valaszt
fejet. Ha az elsé jatékos fejet valaszt, a nyereség —q + (1 — ¢), ha irést, akkor ¢ — (1 — ¢). A biztonsagi
szint igy max, min{—q+(1—¢q),¢—(1—¢)}, ami 0, és a masodik jatékos maximin stratégiaja a ¢ = 1/2.

Ha mindkét jatékos a maximin stratégidjat jatssza, akkor az elsd jatékos nyeresége (106 —1)/(10°
+ 3), a masodiké pedig 0. Vegyiik észre, hogy ez megegyezik a Nash-egyensily korabban kiszamolt
nyereségeivel. Viszont ez nem Nash-egyensily, mert mindkét jatékos tud egyoldali modositassal javi-
tani.

Tetszoleges véges jatékra igaz, hogy a Nash-egyenstllyal ellentétben a maximin stratégiat ki lehet
szamolni linedris programozassal. Legyen M az a matrix, aminek sorai .5; elemeinek felelnek meg,
oszlopai S_; elemeinek (azaz az i-n kiviili jatékosok tiszta stratégia-vektorainak), és az (s;, s—;) helyen
u;(s;, s—;) szerepel. Ekkor az aldbbi linearis programozési feladat z*,a* optimdlis megoldasaban x*

43



egy maximin kevert stratégidja az i-edik jatékosnak, a* pedig a biztonsagi szintje.
max «
MYz >a-1
|53

Z.I‘j =1
j=1

x> 0.

2.7. Kétszemélyes 0-0sszegii jatékok

A 2.13. tétel garantdlja a kevert Nash-egyenstly létezését, a bizonyitds azonban nem ad semmiféle
algoritmust arra, hogyan lehet egy egyensulyt megtaldlni. A kovetkez6 alfejezetekben az egyensily
megtaldlasdnak algoritmikus kérdéseit vizsgaljuk. Az elsé fontos eredmény Neumann Janostdl szar-
mazik 1928-bdl, amelyben 0-Gsszegli véges kétszemélyes jatékok egyensulyat irta le, sok évvel a Nash-
egyensily altalanos fogalménak megsziiletése valamint a linedris programozas elméletének kidolgozasa
elott. A tételt most a linearis programozas dualitas tételének kévetkezményeként mutatjuk be.

Emlékezziink, hogy a 0-Gsszegli jaték olyan jaték, amiben a jatékosok nyereségének az Osszege 0
minden kimenetelnél. Ekkor a tablazatban elég az els6 jatékos nyereségét feltiintetni, példaul a ko-
papir-ollénal:

K6 Papir Oll6
K6 0 -1 1
Papir | 1 0 -1
Olls | -1 1 0
Vegyiik észre, hogy ha az els6 jatékos a (%, %, %) kevert stratégiaval jatszik, akkor barhogy is jatszik a

masik, az elsének a varhaté nyeresége 0 lesz.

Most nézziink egy masik példat, a 3 érmés jatékot. Ebben mindkét jatékosndl van 3 amerikai ér-
me: egy nickel, ami 5 centet ér, egy dime, ami 10-et, és egy quarter, ami 25-6t. Mindketten valasztanak
egyet a harom fajta érmébdl. Ha ugyanazt valasztottik, akkor az elsé jatékos kapja meg mindkettot,
ha kiiléonboz6t, akkor a masodik. Tehdt az els6 jatékos nyereségmatrixa a kovetkezd.

1.\2.| N D Q|
N 5 -5 -5
D [-10 10 -10
Q |-25 -25 25

Tudja-e a masodik jatékos garantalni, hogy pozitiv legyen a varhaté nyeresége, akarhogy is jatszik
a masik? Vagyis van-e olyan kevert stratégiaja, aminél a varhaté nyereség pozitiv az els6 jatékos

c s 2

valaszt (most a 2. jatékos nyereségeit irjuk fel):

1.\2.|N D Q| iN+iD+1Q
N [5 5 5 5/3
D |10 -10 10 10/3
Q |25 25 25 25/3

Ekkor tehat a masodik jatékos varhato nyeresége mindig legalabb 5/3, az els6 jatékos barmely kevert
stratégiajanal. Azt mondjuk, hogy a méasodik jatékos garantélni tud 5/3 nyereséget ezzel a kevert
stratégiaval. Ebbol kovetkezik, hogy az els6 jatékosnak nincs olyan kevert stratégiaja, amivel 6 tobb,
mint -5/3 nyereséget tud garantalni. Ha az els6 jatékos egyenletes eloszlassal jatszik, akkor a varhato

nyereségek:

1.\ 2. N D Q

N 5 -5 -5

D -10 10 -10

Q 25  -25 25
sN+3D+3Q | -10 -20/3 10/3
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Tehat legrosszabb esetben -10 a nyeresége, tehat ezzel a kevert stratégiaval garantalja, hogy vesztesége
legfeljebb 10 legyen.

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy tetszéleges (nem feltétleniil 0 Gsszegli) jatéknal a biztonsagi szint,
és a hozzé tartozé maximin stratégia, linedris programozassal kiszadmolhaté. Neumann tétele azt mond-
ja ki, hogy kétszemélyes 0 Osszegli jatékban a két jatékos biztonsdgi szintje egymas ellentettje, vagy
masképp, ha a* a maximalis 6sszeg, amennyi nyereséget az els6 jatékos garantalni tud maganak, akkor
a masodik jatékos el tudja érni, hogy legfeljebb a*-ot veszitsen.

2.39. tétel (Neumann, 1928). Egy véges kétszemélyes 0-dsszegii jatékban az egyik jatékos biztonsdgi
szintje egyenld a masik jatékos biztonsdgi szintjének —1-szeresével.

Bizonyitds. Legyen S1 = {1,...,m}, So = {1,...,n}; ui1(i,j) = —ua(i,j). Jelolje A € R™*™ az elsd
jatékos nyereségmatrixat.

meghatarozo linearis programot. Ha x € R™ az els6 jatékos egy kevert stratégidja, mint oszlopvektor,
akkor az x altal garantalt varhaté nyeresége az els6 jatékosnak az 2T A vektor legkisebb koordinétaja.
A legnagyobb ilyet fel tudjuk {rni az alabbi linedris programmal (1 mindig egy megfelel6 dimenzi6s
csupa-1 vektort jeldl):

max v :

2TA>a-17
m
S @
i=1
x>0

Hasonlban, ha y € R™ a masodik jatékos egy kevert stratégiaja, akkor az y-nal garantalt varhato
vesztesége az Ay vektor legnagyobb koordinataja. A legkisebb ilyet az alabbi LP feladat adja:

min 3 :

Ay<p-1

Ez a két linearis program éppen egymas dudlisa (miért?). A dualitéds tétel alapjan kovetkezik, hogy
a két optimum-érték megegyezik. d

2.40. kovetkezmény. Kétszemélyes 0-dsszeqii jatékban a kevert Nash-egyensilyok pontosan a két
jatékos maximin stratégidibol allé vektorok.

Bizonyitds. Legyen (z*,a*) az els6 jatékos, (y*,a*) pedig a masodik jatékos optimélis megolddsa a
fenti linedris program-parban. Az (z*, y*) stratégiavektor mellett az els6 jatékos varhat6 nyeresége a*,
a masodiké pedig —a*. Mivel z* maximin stratégia, a masodik jatékos stratégiajat megvaltoztatva is
legalabb o az els6 jatékos nyeresége, és igy legfeljebb —a™ a méasodik jatékos nyeresége. A két jatékos
szerepét megcserélve is hasonlé igaz, tehat (z*, y*) kevert Nash-egyenstily.

Be kell még latnunk, hogy ha x nem maximin stratégidja az els6 jatékosnak, akkor (z,y) nem
lehet kevert Nash-egyenstly semmilyen y-ra. Mivel 2 nem maximin, van y’, hogy u(x,y’) < a*, tehat
ug(x,y’) > —a*. Ha ug(z,y) < —a*, akkor ezek szerint (z,y) nem Nash-egyensily, tehdt tegyiik fel,
hogy ua(z,y) > —a*, azaz ui(x,y) < o*. Ekkor viszont uq(z*,y) > ui(x,y) ahol, tehdt megint csak
azt kaptuk, hogy (z,y) nem Nash-egyenstly. O

Mivel a linedris programozasi feladat megolddsara ismertek hatékony (polinomidlis) algoritmusok,
ez a bizonyitéds algoritmust is szolgaltat az optimum megtalaldsara. Megjegyezziik, hogy ezzel szemben
az altalanos esetben nem varhaté polinomidlis algoritmus Nash-egyensuly keresésére.
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2.41. feladat. Mikor van egy kétszemélyes 0 6sszegii jatéknak tiszta Nash-egyenstilya?

2.42. feladat. Egy kétszemélyes 0 6sszegili jatékban az elsé jatékos hasznossdgi matrixa
2 315
A= <4 1 6 0) '

(az els6 jatékos stratégidi felelnek meg a soroknak.) Szamoljuk ki a Nash-egyensuly(oka)t. Lehet raj-
zolni.

2.43. feladat. Nézziik azokat a kétszemélyes 0 Osszegli jatékokat, ahol az els6 jatékos hasznossigi

()

valamilyen valés t-re. Mi(k) a Nash-egyensily(ok)?

matrixa

2.44. feladat. Egy kétszemélyes 0 0sszegli jatékban az els6 jatékos hasznossagi matrixa
5 2 1 3 4
A= (O 340 —1)
Szamoljuk ki az 0sszes kevert Nash-egyensiilyt.

2.45. feladat. Egy kétszemélyes 0 0sszegli jatékban az els6 jatékos hasznossagi matrixa

5 4 1 0
4 3 2 -1
A= 0 -1 4 3
1 -2 1 2

Szamoljunk ki egy Nash-egyensilyt. Tipp: bizonyos feltételek fennalldsa esetén egy sort vagy oszlopot
elhagyhatunk a matrixbél agy, hogy a kapott jaték Nash-egyenstlya az eredetire is jo.

2.46. feladat. Egy kétszemélyes 0 Osszegli jatékban az els6 jatékos hasznossagi matrixa
5 4 2 3
A= (—1 0 5 4)

Szémoljuk ki az 6sszes kevert Nash-egyenstilyt.
2.47. feladat. Hatarozzuk meg a harom érmés jaték kevert Nash-egyensilyait!

N[O | Ut

2.8. Kétszemélyes szimmetrikus jatékok

Vegylink most egy tetszoleges véges kétszemélyes jatékot, amelyikben az els6 jatékosnak n, a masodik-
nak m kiilonbozo6 stratégidja van. A nyereségeiket az A; illetve Ao n x m-es méatrixokkal irhatjuk le.
(0-6sszegti jatéknal Ay = —A;.) Szimmetrikusnak nevezziik a jatékot, ha n = m és Ay = A] (vagy
lehet tigy permutélni a sorokat és oszlopokat, hogy ez teljestiljon). Ilyenek voltak példdul: ké-papir-
oll6, fogolydilemma, héja-galamb. Egy szimmetrikus jatékban egy (o1,02) kevert Nash-egyenstlyt
szimmetrikusnak neveziink, ha o1 = os.

Vegyiik észre, hogy ha ugyanazt az M szamot hozzdadjuk A; és A minden eleméhez, akkor a stra-
tégidkat illetéen semmi nem valtozik : pontosan ugyanazok lesznek a két jatékban a Nash-egyenstlyok.
Eppen ezért a tovabbiakban azt is feltehetjitk (egy kell6en nagy szam hozzdadaséaval), hogy mind Ay,
mind As minden eleme szigorian pozitiv. A kévetkez6 lemma azt mutatja, hogy ha egy szimmetrikus
kétszemélyes jatékban tudunk szimmetrikus Nash-egyensilyt taldlni, akkor tetszéleges kétszemélyes
jatékban is tudunk.
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2.48. lemma. Tegyiik fel, hogy eqy kétszemélyes jaték nyereségmdtrizai, A1 és As csupa pozitivak.
Vegyiik azt a kétszemélyes szimmetrikus jdtékot, melyben a nyereségmdtrizok C € RMHM)X(n+m) jljeppe

CT, ahol
. 0 A1
¢= < Al 0 ) ’

Legyen ebben (,7) egy szimmetrikus Nash-egyensily, ahol T = (11, 72) felbontdsban 11 az elséd n, 1o
pedig az utolso m komponenst jeléli. Legyen a T1-beli komponensek 0sszege ¢, a To-belieké 1 — c. Ekkor
71 T2

az eredeti jatékban (o1,09) = (2, 2) egy kevert Nash-egyensily.

c’l—c

Bizonyitds. Eloszor be kell latnunk, hogy 0 < ¢ < 1. Jeldlje a stratégidkat ai,...,an,b1,...,bm.
Tegytik fel el6szor, hogy ¢ = 0, vagyis 71 = 0. Ekkor az elsé jatékosnak tetszOleges a; tiszta stratégidra
a nyeresége pozitiv (mivel A; minden eleme pozitiv), egy tetszéleges b;-re viszont 0. Vagyis 7 tartéjaban
nem a legjobb tiszta valaszok szerepelnek, ellentmondéasban a 2.12. lemmaéval. A jatékosok szerepének
felcserélésével kovetkezik ¢ < 1 is.

Ha 711(a;) > 0, akkor a;-nek legjobb tiszta valasznak kell lennie 7-ra, tehat A;7o-t az i. sornak ma-
ximalizalnia kell. Ebbé&l kovetkezik, hogy az eredeti jatékban is a; legjobb tiszta valasz os-re. Ugyanigy
lathatd, hogy ha 75(b;) > 0 akkor b; is legjobb tiszta valasz o;-re, amibdl ismét a 2.12. lemma alapjan
készen vagyunk. O

A kovetkezokben bemutatott Lemke-Howson algoritmus tetszéleges szimmetrikus kétszemélyes
jatékban keres szimmetrikus Nash-egyensulyt. Az algoritmus véges lesz ugyan, de sajnos nem polinomi-
alis futasidejli. Ez nem meglepd: a kétszemélyes szimmetrikus Nash-egyensiily keresése az tigynevezett
PPAD-teljes keresési problémak koézé tartozik, amikre nem varunk polinomiélis algoritmust.

Legyen A az els6 jatékos kifizetési matrixa (n x n-es). A 13. dbra szemlélteti az algoritmus menetét
az aldbbi matrixszal:

2 2 2
A=13 0 0
0 30

Ismét feltehetjiik, hogy A minden eleme szigortian pozitiv. Vegyiink egy z kevert stratégiat (azaz

Sox; =1,z > 0.) Legyen v az Ax vektor maximalis értéke. Ha a méasodik jatékos x stratégiat valasztja,

akkor az els6 jatékos legjobb tiszta valaszai azon i indexekhez tartoznak, melyekre (Ax); = . Ennek
megfeleléen = pontosan akkor szimmetrikus Nash-egyensily, ha az aldbbi feltétel teljesiil:

x; = 0 vagy (Az); = « teljestil minden ¢ = 1,...n-re. (4)

Legyen P = {x € R" : Ax < 1,2 > 0}. Ez egy korldtos poliéder (politép) lesz, melynek 0 egy
cstucsa. Minden cstucsaban legaldbb n egyenloség kell teljesiiljon; egy z csticshoz mondjuk azt, hogy
az i index reprezentdlva van, ha z; = 0 és (Az); = 1 koziil legaldbb az egyik fennéll. Ha mindkettd
teljesiil, akkor ¢« duplan van reprezentalva.

2.49. Allitas. Ha z olyan csucs, amelynél minden 1 < i < n reprezentdlva van, és z # 0, akkor

T = ZZ - szimmetrikus Nash-egyensily.

Az §llitas rogton kovetkezik abbdl, hogy (4) teljesiil z-re. Célunk tehat egyetlen, a 0-t6l kiilonboz6
olyan cstcsot talalni, amelynél minden stratégia reprezentalva van. Az egyszeriiség kedvéért feltessziik,
hogy P nem degeneralt. Ez azt jelenti, hogy minden cstcs pontosan n feltételt teljesit egyenlGséggel.
(Pl. az oktéder degeneralt, a dodekaéder nem az.) A feltételeket egy nagyon kicsit médositva, pl. a
matrix minden eleméhez egy kicsi véletlen szamot adva tetszoleges poliédert ilyenné tehetiink ugy,
hogy a moédositott probléma egy Nash-egyensilya az eredetiben is Nash-egyensily legyen.

P élei ekkor azok a halmazok, melyek n — 1 feltételt teljesitenek egyenléséggel. Minden élre két
csucs illeszkedik, ezeket szomszédosaknak nevezziik. Legyen F, a z cstcsnal egyenldséggel teljesiilo
feltételek halmaza. A z csticsnak az f € F, feltétel szerinti szomszédja a 2’ cstcs, ha F,NF, = F, — f.

Legyen most Zj azon cstucsok halmaza, melyeknél minden index reprezentdlva van, Z pedig azoké,
melyekre az els6 n — 1 index reprezentalva van. Vilagos, hogy 0 € Zy C Z. Mivel a poliéder nem
degeneralt, a Z — Zy-beli csiicsokndl pontosan egy index van duplan reprezentalva.
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L2

13
19 13
123
12 23\
T3 / Z1
12 123
13. abra

Legyen zgp = 0, és vegyiik zgp-nak az z,, > 0 feltétel szerinti z; szomszédjat. Ha z; € Zp, akkor
készen vagyunk; egyébként van egy egyértelmii dupldn reprezentdlt i index. Az (Ax); < 1 feltétel
szerinti szomszédja zg; az x; > 0 feltétel szerinti szomszédja viszont egy ettol killonb6z6 zs.

Igy tovabb, ha az 4ltaldnos lépésben z € Zo, akkor befejezziik az eljarast. Ha z, € Z — Z;, akkor
van egy egyértelmii duplan reprezentélt ¢ index. Ekkor az z; > 0 és (Az); < 1 feltételek szerinti egyik
szomszédja z;_1, a masik pedig egy ettél kiilonb6z6 zi1. Azt allitjuk, hogy 2,41 kiillénbozik az eddigi
20, - - - , 2¢ csucsoktol. Ebbol kovetkezik, hogy ez az eljards véges sok 1épésben véget kell érjen, ami azt
jelenti, hogy taldlunk egy 0-tdl kiilonb6z6 Zp-beli csticsot.

Tegyiik fel indirekten, hogy 241 = 2j, h < t az els6 ismétlédés. Ekkor z;11 a zj-ban dupldn
reprezentdlt indexhez tartozé egyik feltétel szerinti szomszédja volna. Azonban zj,_1 és 2,41 méar két
ilyen szomszéd volt (illetve ha h = 0, akkor z; volt az egyetlen ilyen szomszéd).

2.50. megjegyzés. Az eredményt megfogalmazhatjuk a Sperner Lemma egy poliéderes valtozatanak
kovetkezményeként is:

2.51. tétel (Poliéderes Sperner Lemma). Legyen P C R™ egy n-dimenzids korldtos poliéder, aminek
a lapjai ki vannak szinezve n szinnel. Tegyiik fel, hogy van egy olyan v csics, amire minden szinbdl
pontosan 1 lap illeszkedik. Ekkor van egy v-tol kilonbozo csucs, amire minden szinbdl legaldb 1 lap
illeszkedik.

Bizonyitas. Vehetjiik a polarist, hogy a csticsok és lapok szerepe felcserélédjon; innen hasonléan bi-
zonyithat6, mint a 2.34. Lemma. O

2.52. kovetkezmény. Raciondlis madtriz-szal adott kétszemélyes szimmetrikus jdtékban mindig van
raciondlis szimmetrikus Nash-egyensuly.

Bizonyitds. Tekintsikk a P = {z € R" : Az < 1,z > 0} korlatos poliédert; az x; > 0 lapot szinezziik
j szintire, az (Ax); < 1 lapot pedig i szinfire. A poliédernek 0 egy olyan csicsa, amire minden szinb6l
pontosan 1 lap illeszkedik. A poliéderes Sperner lemma szerint van egy nemnulla z cstics, amire minden
szinbél legaldbb 1 lap illeszkedik, ami pont azt jelenti, hogy minden i-re z; = 0 és (Az); = 1 koziil
legaldbb az egyik fenndll, igy z/(>"; z;) Nash-egyenstly.. O
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2.53. megjegyzés. Haromszemélyes jatékban mar el6fordulhat, hogy bar a nyereség-fliggvények
egészértékiiek, nincs racionalis Nash-egyensly.

2.54. megjegyzés. Mint mar emlitettiik, a a kétszemélyes szimmetrikus Nash-egyenstily keresése az
ugynevezett PPAD-teljes keresési problémak kozé tartozik (ez Chen és Deng mély és nehéz 2006-os
eredménye). A PPAD bonyolultsagi osztaly definici6ja meglehet&sen techinkai jellegli, de a teljesség
kedvéért leirjuk. Definidljuk az Utvonal-végzédés (End of a Line) problémat. A probléma inputja két
Boole-halozat, P (predecessor) és S (successor); mindkettd n-bites inputbdl n-bites outputot csindl,
és még azt is tudjuk, hogy P(0) = 0, S(0) # 0, és P(S(0)) = 0. Tekintsiik azt a D irdnyitott gréafot,
aminek a cstcsai az n-bites bindris szamok, az élei pedig az olyan (u,v) rendezett parok, amikre
S(u) =v és P(v) = u. A cél egy olyan, 0-t6l kiilonb6z6 v cstcsot taldlni, ami els6é foki D-ben. Ilyen
biztos létezik, hiszen a 0 csics els6fokd, és D maximélis fokszama 2, tehat paros sok els6foku cstics
van.

Teljes keresési problémanak neveziink egy olyan keresési problémét, aminek garantaltan van leg-
alabb egy megoldésa, és a feladat egy megoldds megtaldlasa. Az Utvonal-végz8dés probléma példéul
ilyen. A PPAD osztaly azokat a keresési problémakat tartalmazza, amik polinom idében visszavezet-
het8k az Utvonal-végzédés problémara. Ilyan példaul a fenti Poliéderes Sperner Lemma. Chen és Deng
eredményébdl kovetkezik, hogy a Poliéderes Sperner Lemma egyben PPAD-teljes is.

2.55. feladat. Egy kétszemélyes szimmetrikus jatékban az elsé jatékos hasznossagi matrixa

4 4
A= (0 6) |
Szamoljuk ki a Nash-egyensuly(oka)t. Mit nevezhetiink ennél a jatékndl "legjobb nyilvinos stratégia-
nak"?

2.56. feladat. Mik a szimmetrikus Nash-egyensulyok abban a szimmetrikus jatékban, ahol az els6
jatékos hasznossagi matrixa

A:

O WIN =
= O =
D= O

Melyik csicsok vannak V,,_1-ben? Hogy néz ki a graf a V,,_1 U V,, csticshalmazon, amit eléadason
néztink?

2.57. feladat. Legyen 7 € S, egy permutécid, és legyen A az a métrix, amiben a; ;) = 1 (i =
=1,...,n), a tobbi elem pedig 0. Tekintsiik azt a kétszemélyes szimmetrikus jatékot, ahol A az els6
jatékos hasznossagi matrixa. Mik a szimmetrikus Nash-egyensulyok ?

2.9. Korrelalt egyensily

A héja-galamb jatékban harom kevert Nash-egyensuly létezik: a két tiszta egyenstlyban ellentétes
stratégiat valasztanak, a harmadik kevert Nash-egyensilyban pedig mindketten % valosziniiséggel va-
lasztanak a két stratégia kozt. A két tiszta egyensulyban a galamb egyértelmiien rosszabbul jar, ez
tehat az egyik jatékossal szemben igazsagtalannak tekintheto. Nézziik a kevert egyenstlyt; ebben az
egyes kimenetelek valészinlisége:

Héja Galamb
Héja 1/4 1/4
Galamb | 1/4 1/4

Ekkor mindkettejik varhaté nyeresége i(l + 4+ 3) = 2 lesz — az egyenstly igazsdgos ugyan, de
mindketten lényegesen rosszabbul jarnak, mintha ¢k lennének a tiszta stratégiavalasztasban a héjak.
Vegylik ezzel szemben a kimenetelek kovetkezo eloszlasat:
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Héja Galamb
Héja 0 1/2
Galamb | 1/2 0

Ez nemcsak hogy nem felel meg Nash-egyensilynak, de nincsenek is olyan kevert stratégiak, ame-
lyek ezt az eloszlast indukalndk (egy o kevert stratégiavdlasztés altal indukalt ¢ eloszlds az, amire
q(s) = [Tix, 0i(s;)). Mégis, bizonyos értelemben raciondlis kimenetelnek tekinthetd: tegyiik fel, hogy
egy filiggetlen harmadik szereplé — nevezziik jatékvezetének — e szerint az eloszlds szerint valasztja
a két kimenetel egyikét, és azt javasolja a jatékosoknak. A gydva nyul narrativiban gondolkodva, ez
egy kozlekedési lampanak felel meg, amelyik az egyik irdnyban pirosat, a mésikban zoldet mutat. A
jatékosokat nem kényszeritjik arra, hogy elfogadjik a javaslatot. Ez szdmukra mégis racionalisnak
tnik: ha ugyanis tudjuk, hogy a maéasiknak épp az ellentétes viselkedés lett javasolva, és feltessziik,
hogy & elfogadja, akkor rosszabbul jarunk, ha mi eltériink a javaslatt6l. Ekkor mindkét jatékos varhato
nyeresége 2.5, magasabb, mint a kevert Nash-egyensiily esetén volt.

A korreldlt egyenstuly fogalmat Aumann vezette be ehhez hasonld szitudcidk altaldnos leirdsara.
Tegyiik fel, hogy adott a kimenetelek S halmazan egy ¢(s) valészintiségi eloszlas: Y cgq(s) = 1. A
jatékvezets ezen eloszlas szerint valaszt egy s = (s1,...,S,) kimenetelt. Az i. jatékosnak javaslatot
tesz az s; stratégia hasznalatara (de nem arulja el neki a teljes s-t, vagyis a tobbi jatékosnak javasolt
stratégidkat). Az Osszes jatékos szdméra ismert azonban a ¢ eloszlas.

q akkor van korrelalt egyensulyban, ha ezen informaciok alapjan mindegyik . jatékosnak érde-
mes elfogadni a javaslatot. Annak ismeretében, hogy a szamara javasolt stratégia s; volt,

q(si, t—i)
Zw—ies—i Q(Si? W—i)

a feltételes valdsziniisége annak, hogy a tobbiek szamara a t_; € S_; javaslat lett téve. Vagyis s;-t
valasztva a varhatd haszna

ds; (t—i) =

> wi(si i) - g5, (t2)-

t_;€S_;
Ez legalabb olyan j6 kell legyen, mint tetszdleges masik z € 5;, azaz

S g () cuilsit—) > > qs, () - ui(z, 62).

t_€5_; t_;€8_;

Atrendezve és > w_;es_,; 4(si, w_;)-vel beszorozva azt kapjuk, hogy ¢ pontosan akkor korreldlt egyen-
sdly, ha minden ¢ jatékosra, minden s;, z € .S; stratégidira

Z (ui(si,t_i) - ui(z,t_i)) : q(si,t_i) > 0. (5)
t_,e5_;

Vegyiik észre, hogy ezek a feltételek, azzal egyiitt, hogy ¢ valésziniiségi eloszlas kell legyen, mind
linearis egyenl6tlenségek, tehat a korrelalt egyensilyok linearis egyenlotlenségekkel leirt poliédert al-
kotnak. Ezért hatékonyan tudunk korreldlt egyensulyt talalni, s6t, kiillonb6z6 linedris célfiiggvényekre
nézve legjobbat is, példaul olyat, aminél a jatékosok varhatd nyereségének Osszege maximalis. Ezt a
modszert alkalmazva lathaté az alabbi tétel:

2.58. tétel. Tetszdleges véges jatékban a (barmilyen linearis célfiggvény szerinti) legjobb korreldlt
egyensuly meghatdrozisa linedris programozds segitségével megtaldlhato.

Példaként hatarozzuk meg a héja-galamb jatékra a legjobb korreldlt egyensilyt abban az érte-
lemben, hogy a jatékosok varhaté nyereségének osszege maximalis legyen! A (5) egyenlStlenségek a
kovetkezok :

(0—1)q(11) + (4 —3)q(12) = 0
(1-0)q(21) + (3 —4)q(22) = 0
(0—1)q(11) + (4 —3)q(21) = 0
(1—-0)q(12) + (3 —4)q(22) = 0



Tudjuk tovabba, hogy a négy érték nemnegativ és Osszegiik 1:
q(11) +¢(12) + ¢(21) + ¢(22) = 1.
A varhaté nyereségek Osszege a
(04+0)q(11) + (4 + 1)q(12) + (1 +4)q(21) + (3 + 3)q(22),
linedris célfiggvény. Az optimélis megoldds ¢(12) = ¢(21) = ¢(22) = % lesz, vagyis:
‘ Héja Galamb ‘
Héja 0 1/3
Galamb | 1/3 1/3

Ez annak felel meg, hogy a kozlekedési lampa az esetek harmadéban pirosat mutat; mindkét jatékos
varhaté nyeresége %.

Legyen most o = (01,...,0,) € A egy kevert stratégiavalasztas! Tekintsiikk a ¢(s) = Ilo;(s;)
eloszlast! Ekkor gs,(t—;) = I1;4,0;(t;), vagyis a feltételes valészintiség fiiggetlen s; valasztasatol. Ezt
haszndlva, a (5) egyenl6tlenség épp azzal ekvivalens, hogy s; legjobb tiszta vilasz o_;-re. Mivel ennek
minden i-re és minden olyan s;-re teljesiilnie kell, amelyre 0;(s;) > 0, ezért a 2.12. lemma alapjén o
kevert Nash-egyensily. Vagyis a korreldlt egyensuly altalanositja a kevert Nash-egyensuly fogalmat,
de mint a fenti példan lattuk, bévebb is lehet nala.

2.10. Evoluciésan stabil kevert stratégiak

Ebben a fejezetben kétszereplds szimmetrikus jatékokkal foglalkozunk. Egy ilyen jatékhoz elképzelhe-
tiink egy populdciét, amiben valamilyen eloszldsban szerepelnek a kiilonb6z6 tiszta stratégidk (visel-
kedésformak). Arra vagyunk kivancsiak, hogy ha egy mutécié folytén a populdciéban megjelenik egy
4j viselkedés, akkor az idével eltiinik (mert a mutans egyedek tipikusan rosszul jonnek ki egy véletlen-
szerlien vélasztott mésik egyeddel jatszott jatékbol), vagy megmarad (mert varhatéan legalabb olyan
jol kijonnek, mint az dtlagos egyedek). Ha nincs perzisztens mutacid, akkor az eloszlast evoliciésan
stabilnak nevezziik.

A fogalmat John Maynard Smith és George R. Price vezette be. Fontos (bar matematikai szem-
pontbdl irrelevans), hogy itt ,stratégia” alatt egy viselkedésformat értiink, illetve viselkedésformak
eloszlasat egy populdcién beliil, nem pedig egy tudatos déntést. Igy evolicidsan stabil stratégiarol
akarmilyen populacio esetén beszélhetiink, nem csak intelligens fajokndl. A preciz definici6 a kovetke-
z0.

2.59. definicié. Az z kevert stratégia evoliiciésan stabil, ha tetszéleges e # x tiszta stratégidra

i) ui(e,x) <wui(zx,z),

ii) ha uj(e,z) = ui(x, x), akkor ui(x,e) > uy(e,e).

A definici6 megértéséhez tegyiik fel, hogy a populdcié 1j Osszetétele ee + (1 — €)x, ahol € kicsi.
Ha egy z tipust egyed jatszik egy véletleniil vdlasztott masikkal, akkor nyeresége eu(z,e) + (1 —
— e)uy(z,x). Ha azonban egy e tipusi egyed jatszik, akkor az 6 nyeresége euq(e,e) + (1 — €)uy(e, x).
A definiciéban szerepld feltételek azzal ekvivalensek, hogy elég kis € esetén az e tipusu egyed varhato
nyeresége szigortan kisebb, mint az z tipust egyedé. Vegyiik észre, hogy az i) feltétel miatt egy
evolicibsan stabil kevert stratégia egyben szimmetrikus Nash-egyensuly is; forditva azonban ez nem
feltétleniil igaz. A k6-papir-ollé jatékban példaul egyaltalan nincs evoliciésan stabil stratégia, mert az
egyetlen Nash-egyensily az (%, %, %) kevert stratégia, ez pedig nem teljesiti a ii) feltételt.

Ha a héja-galamb jatékot nézzik, az x = (1/2,1/2) stratégia evoliciésan stabil, hiszen uq(z,x) =
=2=w(Hz) =uw(Gz),u(x,H) =1/2>0=w(H H), és ui(z,G) =7/2 >3 =ui1(G,G). A
tiszta Nash-egyenstulyok nem szimmetrikusak, igy azok nem johetnek széba.

Végiil nézziik a kovetkez6 egyszerii koordinaciés jatékot. Mindkét jatékos A és B stratégia koziil
valaszthat ; ha mindketten A-t valasztjak, nyereményiik o > 0, ha mindketten B-t, akkor pedig 5 > 0.
Egyébként a nyeremény 0. Feltehetjiik, hogy a > §. Vilagos, hogy a két tiszta stratégia szimmetrikus
Nash-egyenstily, és konnyti ellenérizni hogy evolociésan stabilak. Van azonban egy kevert szimmetrikus
Nash-egyensuly is: x = (%, 2475)- Utobbi nem evoluciésan stabil, hiszen ui(z, 4) < ui(A, A).
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Evolaciésan er6sen stabil kevert stratégiak

A fenti definiciét médosithatjuk tgy, hogy a mutécional is megengediink kevert stratégiat.

2.60. definicié. Az = kevert stratégia evoliciésan erdsen stabil, ha tetszdleges z # x kevert
stratégiara

1) ’Ll,l(Z,iL') < ’lj,l(l',x),
ii) ha uy(z,2) = uy(z, z), akkor uy(z,2) > ui(z, 2).

Megjegyezziik, hogy az i) feltétel ekvivalens a tiszta stratégids valtozattal, hiszen ha x nem legjobb
valasz 6nmagdra, akkor van tiszta stratégia, ami jobb vélasz. Latni fogjuk, hogy a ii) feltétel erésebb,
mint a tiszta valtozat, bar két stratégia esetén ekvivalensek.

2.61. tétel. Ha két stratégia van, akkor minden evoliciésan stabil kevert stratégia erésen stabil.

Bizonyitds. Legyen A és B a két tiszta stratégia. Az x kevert stratégia valassza p valésziniiséggel A-t,
és 1 — p valdszinliséggel B-t. Legyen z egy kevert stratégia, ami g valésziniiséggel valasztja A-t, ahol
0 < ¢ < 1. Ha z sérti a ii) feltételt, akkor nyilvan ui(z,z) = ui(z,x), tehdt u1(A4,z) = ui(B,z) =
= uy(z, ).

Nézziik elészor a p = 1 esetet (a p = 0 eset hasonld, tigyhogy azt nem irjuk le kiilon). Ekkor
ui (A, A) = ui (B, A), és ui(A, B) > u1(B, B) hiszen tiszta stratégidkra teljesill a ii) feltétel. Mivel
g <1,u1(A4,z) > ui(z z), tehat z mégsem sérti a ii) feltételt.

Tegyiik fel most, hogy 0 < p < 1. Mivel tiszta stratégidkra teljestil a ii) feltétel, u; (B, A) > u1(A, A)
és ui(A, B) > u1(B, B). Bontsuk a bizonyitast két esetre p és ¢ viszonya szerint.

1. eset: p < ¢q. Ekkor az ui(A,z) = wi(B,z), ui(B,A) > ui(A4,A) és u1(A,B) > wui(B,B)
feltételekbol kovetkezik, hogy ui(A, z) < u1(B, z), tehat u;(x, z) > u1(z, 2).

2. eset: p > q. Ekkor az ui(A,z) = wi(B,x), wi(B,A) > ui(A,A) és uwi(A,B) > wi(B,B)
feltételekbdl kovetkezik, hogy ui(A, z) > ui(B, z), tehat ui(x, z) > ui(z, 2). O

Héarom stratégia esetén viszont mar nem ekvivalens a két fogalom, amint az alabbi példa mutatja.

A B C
A(LD) (L) (L1
B | (1,1) (0,0) (3,3)
|1l (33 (00)

Az A tiszta stratégia konnyen ellenérizheten evoliicidésan stabil. Viszont nem erésen stabil: legyen
z = 1B+ 3C. Ekkor uy(z, A) = u1(4, A), és u1 (4, 2) =1 < 3/2 = uy(z, 2).

2.62. tétel. Ha x evoliciosan erdsen stabil, z szimmetrikus Nash-egyensily, és x # z, akkor van
olyan tiszta stratégia, ami z-ben pozitiv valdsziniséggel szerepel, de x-ben nem.

Bizonyitds. Mivel z Nash-egyensuly, ui(z,z) > wui(x,z). Az evoliciésan erésen stabil stratégidkra
vonatkozo két feltétel miatt ebbdl kovetkezik, hogy uy(z, ) > ui(z, z), tehat z nem legjobb véilasz x-
re. Mivel x legjobb valasz x-re, kell lenni olyan stratégianak, ami z-ben pozitiv valészintiséggel szerepel,
de z-ben nem. O

2.63. kovetkezmény. Véges jdatékokban csak véges sok evoluciésan erdsen stabil kevert stratégia lehet.

Replikator dinamika

Az eddigiekben a populdcidk viselkedését statikusan elemeztiik: azt vizsgaltuk, hogy egy adott popu-
lacio-szerkezet mikor stabil. A kérdést meg lehet kozeliteni dinamikusan is, azaz a populdcié idébeni
valtozasat modellezve. Legyenek a tiszta stratégidk (viselkedésformék) el, ..., e*. A t idépontban a po-
puldci6 egy x(t) = (z1(t),. .., zx(t)) vektorral jellemezhetd, ahol z;(t) > 0 (j € [k]) és Z?ZI zj(t) = 1;
x(t) az el viselkedésforma ardnya a populaciéban. Szeretnénk azt modellezni, hogy egy viselkedésfor-
ma atorokitési ardanya azzal ardanyos, hogy az adott viselkedésii egyed mennyivel tobb hasznot ér el a
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populacio egy véletlen egyedével szemben, mint a populacié egy masik véletlen egyede. Ez a dinamika
a kovetkez6 differencidlegyenlettel irhato le:

a(t) = (ur(e?, 2(t) — w(z(t), 2())z;(t) (5 =1,....k).

A kapott rendszer a jatékhoz tartozé replikator dinamika. Olyan megoldést kerestink, amire x;(t) >
>0 (j € [k]) és Z?Zl xj(t) = 1. Be lehet latni, hogy mindig létezik ilyen megoldés, s6t, az is igaz
lesz, hogy x;(0) = 0 esetén z;(t) = 0 minden t-re, z;(0) > 0 esetén pedig x;(¢) > 0 minden t-re. A
létezés azon mulik, hogy egyrészt létezik olyan ¢ konstans, hogy |%;(t)| < ¢|z;(t)| minden t-re és j-re,
masrészt

k

k
Y ai(t) =D (¢, () — ua(w(t), x(1)))a;(t) = ua(w(t), (1)) — wa(x(t), 2(t)) = 0.
j=1

J=1
A replikdtor dinamika az egyes viselkedésformak ardnyat irja le a populdciéban, és nem mond
semmit a teljes populacié méretének valtozasarol.

2.64. allitas. Ha x szimmetrikus Nash-egyensuly, akkor a konstans x fiigguény megolddsa a rendszer-
nek.

Bizonyitds. A konstans x fiiggvény pontosan akkor megolddsa a rendszernek, ha minden j-re x; = 0
és uy(e’, z) — uy(x, z) = 0 koziil legalabb az egyik teljesiil, ez pedig Nash-egyenstlyokban igaz. O

A szimmetrikus Nash-egyenstulyok ezek szerint staciondrius megoldast adnak, de nem feltétleniil
stabilak. Nézziik példaul azt a koordinéciés jatékot, ahol két stratégia van, és mindkét jatékos nyeresége
1, ha ugyanazt valasztjdk és 0 ha nem. Az (%, %) Nash-egyensiily, de ha akarmilyen kicsi € > 0-ra
2(0) = (3 + ¢, 5 — €)-bél indulunk, akkor z(t) tart az (1,0) vektorhoz.

Erdekes eset a ké-papir-ollé jaték is, ahol a kovetkezé rendszert kapjuk (felhasznélva, hogy ui(y, y) =
= 0 tetszOleges y-ra):

21(t) = (w2(t) — w3(t)))z1(t),
a(t) = (z3(t) — 21(t))z2(t),
3(t) = (z1(t) — 22(1)))23().
Legyen h(t) = log(z1(t)z2(t)zs(t)). A fentibdl azt kapjuk, hogy
o @i(t) | da(t) | @3(t)
MO =270 T 20 2

azaz h(t) konstans, igy az x1(t)xa(t)xs(t) szorzat allandé tetszéleges x(0) kiindulds esetén.

o~ o~

=0,

2.65. definicié. Egy z* kevert stratégia Lyapunov-stabil, ha z* tetszOleges B kornyezetéhez van
B’ C B kornyezete, hogy 2:(0) € B’ esetén z(t) € B minden t-re.

A ké-papir-oll6 jaték Nash-egyensilya Lyapunov-stabil, hiszen egy (x1,x2,x3) kevert stratégia
pontosan akkor van kozel az (%, %, %) stratégiahoz, ha xjxoxs kozel van 1/27-hez. A koordinaciés
jaték kevert egyensulya azonban nem Lyapunov-stabil, hiszen az (%, %) stratégianak barmilyen kis
kornyezetébdl is indulunk, elébb-utébb a (0,1) vagy az (1,0) kozelébe jutunk.

Erdemes egy erésebb stabilitdsi fogalmat is bevezetni.

2.66. definicié. Egy z* kevert stratégia aszimptotikusan stabil, ha Lyapunov-stabil, és van x*-nak
olyan B* kornyezete, hogy tetsz6leges x(0) € B* esetén limy_, o 2(t) = z*.

A k&-papir-oll6 jatékban az (3, 3, 3) stratégia nem aszimptotikusan stabil, hiszen z1(t)za(t)zs(t)

konstans, tehdt (z1(t), x2(t), x3(t)) nem tart (%, %, %)—hoz. Bizonyitas nélkiil emlitjiik a kovetkezd tételt,
ami szerint az evolicidésan erOsen stabil stratégidk ezzel a konvergencia-tulajdonsaggal is rendelkeznek.
2.67. tétel. Ha x* evolicidosan erdsen stabil, akkor aszimptotikusan stabil. Ha x* még teljesen kevert
is (azaz minden tiszta stratégia pozitiv valosziniségi), akkor tetszbleges x(0) teljesen kevert stratégia

esetén limy_, oo x(t) = z*. d

A héja-galamb jatékra nézve ez azt jelenti, hogy barmilyen kezdeti héja-galamb aranybdl induljunk
is ki, a fele-fele aranyhoz fogunk konvergalni.
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2.11. Kozlekedési jatékok és az anarchia ara
2.11.1. Nem-atomos kozlekedési jatékok

Az s varosbdl a t varosba minden nap sok autds utazik. Olyan sok, hogy egyetlen autésnak a for-
galomhoz valé hozzdjarulasat elhanyagolhatonak tekintjiik, és a problémat gy modellezziik, mintha
kontinuum sok autés utazna (ezt nevezziik nem-atomos modellnek). A két varost folyé koti Gssze, amin
a varosokon kiviil nincs hid, igy mindenkinek dénteni kell, hogy a folyé bal vagy jobb partjan utazik.
A bal parton féliutig egy egyenes de sziik utszakaszon, féluttél pedig egy nagyot keriilé autdépédlyan
lehet utazni. A jobboldalon forditva: Félutig hosszan keriilé autépalyan, féluttdl pedig rovid de sziik
szakaszon lehet haladni. Az autépélya-szakaszokon 1 6ra a menetidd; a révid de szilik szakaszokon x
ora, ahol x az utvonalat hasznalé autésok hanyada.

Mikor a legkisebb az atlagos menetid6? Konnyen lathatd, hogy akkor, ha a forgalom fele megy
mindkét oldalon, hiszen ekkor mindenki méasfél 6ra alatt eljut s-bol t-be. Ha viszont az egyik oldalon
1/2+ z hanyad megy valamilyen z > 0-ra, akkor az arra menék menetideje 3/2+ z lesz, és csak 1/2—z
hanyadnak lesz 3/2 — z a menetideje, tehat az dltag nagyobb mint 3/2.

Azt is lathatjuk, hogy az 1/2 ardny az egyetlen megoldas, ahol senki sem érzi gy, hogy més
utvonalon haladva gyorsabban célba érne. Az egyensuly tehat itt egyben minimalizalja az atlagos
menetidot.

Mi torténik, ha épitiink egy hidat a folyéra a két varos kozt féluton? Vegyiik gy, hogy a hidon
0 az atjutasi id6. Sajnos az atlagos menetidét igy sem lehet cstkkenteni: mivel s-bél mindenkinek ki
kell 1épnie és t-be mindenkinek be kell 1épnie, az atlagos menetid6 legalabb

2 min 2 + (1 —2),
0<z<1

ami 3/2, x = 1/2-nél.

A hid tehat nem javitott az elérhet6 legjobb atlagos menetidén. Azonban a helyzet ennél is
rosszabb: az optimalis megoldas annak az esetnek felel meg, amikor senki se hasznélja a hidat, és
tovabbra is az utazdk fele megy a bal és fele a jobb parton. Viszont ez imméar nem egyensily: minden
egyes autés azt latja, hogy ha félutig a bal parton menne és onnan a jobb parton, akkor 1 éra alatt
célba érne. SOt: barmilyen megoldasnal, ahol ez az tGtvonal nem telitett, érdemes erre az ttvonalra
valtani. Az egyetlen egyensuly tehat az, hogy mindenki a bal parton indul és a jobb parton ér t-be;
ekkor viszont mindenkinek 2 éra a menetideje.

Mivel a kozleked6knek nem irhatjuk eld, hogy melyik ttvonalat valasszak, az egyenstulyok sokszor
jobban jellemzik a tényleges kozlekedési viszonyokat, mint a legjobb atlagos menetid6t adé megoldasok.
A fenti példa az tgynevezett Braess paradoxon: azt mutatja, hogy egy meggondolatlan fejlesztéssel
(jelen esetben a hidépités) akar ronthatunk is a kozlekedés mindségén.

Ideje precizen definidlni a nem-atomos kozlekedési jaték fogalmat. Adott egy D = (V, E) irdnyitott
graf s;,t; (i =1,...,k) kijelolt csticsparokkal, dy, ..., d; nemnegativ igényekkel, valamint minden e €
€ E élre egy c. : Ry — R, folytonos és monoton novo fliggvény. Jelolje P; az 6sszes s; —t; it halmazat,
és legyen P = ulepi. Folyam alatt most egy olyan f € RE vektort értiink, amire Y pcp. fP = d;.
Egy f folyam értéke az e € E élen f. := > {fp:e € P}. Az f folyam koltsége c(f) = > cp ce(fe) fe
Ha Zle d; = 1, akkor fp értelmezhetd igy, mint a P utat hasznalok ardnya, c. mint az atjutasi idé a
forgalom fliggvényében, és a folyam koltsége mint az atlagos menetidd. A késébbi jelolések egyszeriisége
érdekében nem tessziik fel, hogy Zi-“:l d; = 1.

Kétféle specialis tulajdonsagi folyamot vizsgalunk:

— Egy folyam optimalis, ha minimalis koltség a folyamok kozott.

— Egy f folyam egyensiilyi, ha minden i-re és P € P;-re teljesiil, hogy ha fp > 0, akkor
YeepCe(fe) < Yeepr Ce(fe) minden P’ € Pj-re, azaz P legolcsébb 1t s;-bél ti-be a co(fe) €l-
koltségekre nézve.

Optimalis folyam mindig létezik, hiszen a folyamok halmaza kompakt (és konvex), és ezen mini-
malizalunk egy folytonos fliggvényt. Be fogjuk latni, hogy mindig létezik egyensulyi folyam is. Egy
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adott J jatékban az anarchia ara (price of anarchy, POA) a kovetkez6:

max{c(f): f egyensulyi folyam}
min{c(f) : f folyam}

A Braess paradoxonndl a hidépités el6tt az anarchia dra 1, mig utdna 4/3.

Teljes atlalanossdgban nem tudunk felsé korlatot mondani az anarchia arara, ezért megszoritast
tesziink arra, hogy a c, fiiggvények milyenek lehetnek. Legyen C a folytonos és monoton névé Ry — R4
fliggvények egy tetszOleges részhalmaza. Megmutatjuk, hogy ha az Osszes olyan kozlekedési jatékot
nézzik, ahol a c, fiiggvényeket C-bol valasztjuk, akkor ezek koziil az anarchia ara egy olyanban lesz
a legnagyobb, ahol csak 2 csics van (s és t) és csak két él. Kicsit pontosabban, adott ¢ € C-re és
d € Ri-re a J(c,d) Pigou-halézat a kovetkezd:

POA(J) =

— 5-bdl t-be két parhuzamos él megy, e és €’;
- Ce = €y

— ce () = ce(d), azaz az € élen barmekkora forgalom esetén annyi az atjutdsi id, mint az e élen
maximalis forgalom esetén.

A Pigou halézatban egyensulyt kapunk, ha mindenki az e élen megy; ebbdl a kiévetkezd adddik:

dee(d) _ dee(d)

POAE D) = e caed@) + (A= 2)ed)  minya zcc(@) + (d— 2)ecd)

(6)

A maésodik egyenléség abbdl adddik, hogy c. monotonitdsa miatt a d felsé korldtot elhagyhatjuk a
képletbdl.

2.68. tétel. Legyen J egy olyan kozlekedési jaték, ahol minden élkoltség-fiiggvényt C-bol vilasztunk.
Ekkor létezik olyan ¢ € C és d € Ry, hogy POA(J) < POA(J(c,d)).

Bizonyitds. Legyen f egy egyensilyi folyam J-ben, és legyen f* az optimalis folyam. A c.(fe) élkolt-
ségekre nézve f csak legolcsébb utakat hasznal, ezért

Z(f: - fe)ce(fe) > 0. (7)

ecE

Egy adott e € E élhez nézhetjiik a J, := J(c, fe) Pigou-hdlézatot. Ebben az anarchia éréra (6)-bdl a
kovetkez6 becslés adodik:

fece(fe)
POAV) 2 oG + U — Fe )
azZaz f (f)
f:ce(f:) > ﬁ(;e) + (f: - fe)ce(fe)'

Legyen o = maxeep POA(J.); ekkor

o) = X free ) 2 TN 5 (g pep) 2 Zespeelle) _ D),

ecE ecE c€E a «
ahol az utolsé el6tti egyenl6tlenség (7)-bdl kovetkezik. O
2.69. tétel. Nem-atomos kizlekedési jatékban mindig van egyensily. Rdaddsul minden egyensilynak

ugyanaz a koltsége.

Bizonyitds. Definidljuk a kovetkezo, folyamokon értelmezett in. potencialfiiggvényt:

fe
o)=Y ["et)ar

eck
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A ¢, figgvények folytonossdga miatt ® folytonosan differencidlhatd, monotonitasuk miatt pedig kon-
vex. A folyamok halmaza konvex és kompakt, tehat ® ezen felveszi a minimumat, rdadasul a konvexités
miatt minden lokalis minimum egyben globélis minimum.

Mivel ® integral-osszegként van definidlva, egy z € RE irdnyra a ® irdnymenti derivaltja f-ben
Y ecE ZeCe(fe)- Igy egy f folyam pontosan akkor minimalizdlja ®-t, ha tetsz6leges f’ folyamra

Z(fé - fe)%(fe) > 0.

eceE

Ez viszont pont azzal ekvivalens, hogy f csak legolcs6bb utakat hasznal a c.(fe) élkoltségekre nézve,
tehat f egyensily.
Tegyiik fel, hogy f és f’ is egyensiily, azaz mindkett6 minimalizalja ®-t. A konvexitas miatt ekkor

Z(fé — fe)ee(fe) = Z(fé — fe)ee(fe) =0,

ecE eckE

azaz Y .cp(fl — fe)(ce(fl) — ce(fe)) = 0. Viszont az Gsszeg minden tagja nemnegativ a monotonitas
miatt, tehdt mindnek O-nak kell lenni, amib&l kovetkezik, hogy ce(fe) = ce(f.) minden e € E élre;
kovetkezésképp c(f) = e(f). O

Nézziik azt az esetet, amikor C az affin fiiggvények halmaza, azaz az ax + b alaka figgvényeké.
Koénnyt ellenérizni, hogy az anarchia ara a Pigou-halézatban akkor a legnagyobb, ha b = 0, és ekkor
pontosan 4/3 (ezt tgy kapjuk, hogy d/2 folyam megy mind az e mind az e’ élen). Tehét affin élkoltség
fiiggvények esetén az anarchia ara nem lehet 4/3-nal nagyobb.

2.11.2. Atomos kozlekedési jatékok

A kozlekedést tigy is modellezhetjiik, hogy n darab kozlekedd van, és mindegyik a forgalom n-ed részét
adja. Ezt nevezziik atomos kozlekedési jatéknak (a fogalmat dltaldnosabban is lehetne definidlni, az
egyes kozleked6knek kiilonbozé silyokat adva, de most csak ezzel az egyszertibb modellel foglalkozunk).
A formalis definicié a kévetkezs: adott egy D = (V) E) irdnyitott graf s;,t; (i = 1,...,n) kijelolt
csucsparokkal, valamint minden e € E élre egy c. : Z+ — R4 monoton névo fiiggvény. Jeldlje P; az
Osszes s; —t; it halmazat Az i-edik jatékos stratégia-halmaza P;, azaz egy s; —t; utat vilaszt. Folyam
alatt most egy f = (P1,..., P,) utvilasztast értink, ahol P, € P;. Az f = (Py,..., P,) folyam értéke
az e € I élen f.:=|{i:e € P;}|. Az f folyam koltsége c(f) = > .ck ce(fe) fe- Egy folyam optimalis,
ha minim4lis koltségli, és egyenslyi, ha tiszta Nash-egyensily (ahol az i-edik jatékos u; nyeresége a
koltségének —1-szerese).

El6szor megmutatjuk, hogy itt nem maradnak igazak az el6z6 alfejezetben megismert tételek:
egyrészt nem minden egyenstlynak ugyanaz a koltsége, masrészt lehet 4/3-nél nagyobb az anarchia
ara affin élkoltség-fiiggvények esetén is. Ehhez tekintsiik a kovetkez6 4-jatékosos példat: 3 cstcs van,
u,v,w, és 6 él a kovetkezd koltség-fiiggvényekkel: cuy(z) = cyw () = cow(T) = cww(z) = z, cpu(x) =
= cyu(z) = 0. A jatékosok kezds és végpont parjai: (u,v), (u,w), (v, w), (w,v). Minden jatékos két
ut kozil valaszthat, az egyik egyetlen élbdl &ll, a masik kettobol. Ha mindegyik jatékos az el6bbit
valasztja, akkor mindegyikiiknek 1 a koltsége, tehat Osszesen 4. Konnyen lathaté, hogy ez optimalis, és
egyben egyensiily is. Azonban ha minden jatékos a hosszabbik utjat valasztja, az is egyensuly: az elsé
két jatékos koltsége 4-4, a méasodik kettoé 1-1, és kiszamolhatd, hogy ha egyetlen jatékos megvaltoztatja
az Gtvonalat, akkor nem valtozik a koltsége. Igy van 10 koltségii egyensily is, tehat az anarchia &ra
5/2.

2.70. megjegyzés. Be lehet latni, hogy affin élkoltség-figgvények esetén az anarchia ara nem lehet
5/2-nél nagyobb.

2.71. tétel (Rosenthal). Atomos kézlekedési jatékban mindig van tiszta Nash-egyensily.

Bizonyitds. A bizonyitds erdsen emlékeztet a 2.11.1 tétel bizonyitasara. Egy adott f = (P1,..., P,)
folyamhoz definidljuk a kovetkez6 potencidl-értéket :

fe
(I)(f) = Z Zce(j)'

eck j=1
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Nézziik meg, hogyan valtozik a potencidl értéke, ha az i-edik jatékos attér a P/ utra. Jelolje f’ az igy
kapott folyamot; ekkor

£ fe
<I>(f/) —o(f) = Z Zce(j) - Z Zce(j) = Z Ce(fé) - Z ce(fe) = ui(f) — Uz(f/)

e€l j=1 e€l j=1 EEPZ/\Pi EEPZ\PZ/

Ebbdl kovetkezik, hogy az a folyam, amire a potencidl-érték a legkisebb, egyben egyensuly is, hiszen
egyetlen Ut megvaltoztatasaval nem néhet a valtoztatd jatékos haszna. O

2.72. kovetkezmény. Ha a jdtékosok kezddpontjai és végpontjai egyformdk, akkor polinom iddben
taldlhatunk tiszta Nash-egyensilyt.

Bizonyitds. Minden e élt helyettesitsiink n parhuzamos éllel, és ezek kozil a j-edik élnek legyen a
koltsége ce(7). Legyen minden élnek 1 a felsé kapacitasa, és tekintsiik az igy kapott hélézatban a
minimélis koltségii n nagysagu s — t folyam feladatot. Figyeljik meg, hogy ha egy egészértékii f
folyam a péarhuzamos élek koziil mindenhol a legolcsébbakat haszndlja, akkor koltsége pont ®(f).
Igy a minimalis koltségli n nagysigt folyam minimalizélja ®-t, tehat Rosenthal tételének bizonyitésa
értelmében tiszta Nash-egyenstly. O

Fent lattunk példat, hogy atomos kozlekedési jatékban az anarchia ara affin élkoltség-figgvények
esetén is lehet akar 5/2. Most belatjuk, hogy ennél rosszabbat nem kaphatunk.

2.73. tétel. Ha egy atomos kézlekedési jatékban a ce Elkiltség-fiiggvények a.x+be alakuak, ahol ae,be >
> 0, akkor az anarchia dra legfeljebb 5/2.

Bizonyitds. Legyen f = (P, ..., P,) egy egyensulyi folyam, és f* = (Pf,..., PY¥) egy optimalis folyam.
Az egyensily definici6ja szerint minden ¢ € [n]-re és P/ € P; ttra teljesiil, hogy

Z Ce(fe) < Z fe + Z fe+1

e€P; e€P,NP! e€P/\P;

Hasznaljuk ezt az egyenl6tlenséget a P utakra:

Zce Je) SZ( Z ce(fe) + Z Ce(fe"‘l))
er; =1

CEPiﬂPi* eEPi*\Pi

1 M: 1 M:

IN

Z (fet 1) = ce(fe+ 1)fr = (aef(fe+1) +bef).
5

ecE eck
A jobb oldalon szerepld mennyiség becslésére az alabbi lemmat hasznéljuk.

2.74. lemma. Tetszéleges y és z nemnegativ egészekre teljesiil, hogy y(z + 1) < 3y + z .

Bizonyitds. Az egyenl6tlenség teljesiil, ha y = 0. Tegytik fel, hogy y > 1, és legyen z = ay. Ekkor az
egyenlGtlenség a kovetkezd alakba irhato:
1 5 +a?— 3a

y 3

A jobboldal minimuma a = 3/2-nél 11/12. Tehat csak y = 1-et kell ellendrizni, és kénnyen lathato,
hogy a € {1,2} esetén egyenléség van, egyébként pedig a jobboldal nagyobb. O

A lemmat minden élre hasznalva y = fJ és z = f, értékekkel azt kapjuk, hogy

o) < S (af (et 0408 < X (o (G007 4+ 302) + 082

EGE ecl
5 1
*Z acfe +be)fo + Z(aefeere)fe:*C(f )+ el f),
3 3 3
eeE eckE
azaz c(f) < Sc(f*), és ezzel a tételt beldttuk. O
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3. Tobblépéses szekvencialis jatékok

A stratégiai jatékok fejezet bevezetéjében lattuk, hogy a kombinatorikus jatékok is felirhatok stratégiai
jatékként ; s6t, altalanosabban a tobblépéses szekvencidlis jatékok is tekintheték egylépéses szinkron
stratégiai jatéknak, ahol a ,,1épés” a jatékosok stratégiavilasztisa az egész jatékra. Az egyik probléma
ezzel a megkozelitéssel, hogy a kevert stratégidk fogalma lényegében kezelhetetlen lesz. Kevert straté-
giaként ugyanis a stratégidknak barmilyen konvex kombinécidja valaszthatd, marpedig a szekvencidlis
jatékokban altalaban nagyon sok féle lehetséges stratégia van. Ennek a problémanak a kezelésére vezet-
jik be a tobblépéses szekvencialis jatékok egy altalanos modelljét, valamint a ,viselkedési stratégiak”
fogalmat, ami a kevert stratégidknak egy sziikitése.

3.1. Extenziv alakban adott jatékok

Az egyszeriiség kedvéért csak véges jatékokkal foglalkozunk. Egy extenziv alaku jaték egy D =
= (V, E) feny6vel van adva, aminek csticsai a dontési helyzeteknek, a csticsbél kilép6 élek pedig a
lehetséges dontéseknek felelnek meg. Egy n-jatékosos jatékban a csticshalmaz fel van particiondlva
Vi, VN, Vi, ..., V, részekre. A V}, csiicshalmaz a leveleket tartalmazza; minden v € Vi, levélben adott
egy ui(v),...,un(v) vektor, ami megadja a jatékosok nyereségét, ha v-be jutunk. A Vy halmaz csticsa-
iban a ,természet” hoz véletlen dontéseket; ez a halmaz lehet iires. Minden V; (i = 1,...n) halmaznak
adott egy tovabbi Vi1, ... ,Vik particidja, ezeket informaciés halmazoknak nevezzuk. Szemléletesen
azt jelentik, hogy amikor az i-edik jatékos egy V;j -beli csticsban hoz dontést, akkor nem tudja, hogy
V;j melyik cstcsdban van. Ezzel tudjuk modellezni azt, hogy egy jatékos nem feltétleniil tud a tobbi
jatékos (és a természet) minden kordbbi dontésérol.

Minden egyes v € Vi csticsndl minden e € §°(v) élhez tartozik egy p. valésziniiség, amiknek
Osszege 1. Ez adja meg annak valdszintiségét, hogy v-bdl az e élen 1épiink tovabb. Minden egyes v € U
U, V; csticsndl minden e € §°“*(v) élnek van egy cimkéje és ezek a cimkék kiilonbozéek. A kovetkezd
tulajdonsagok teljesiilését varjuk el:

— egy Vij halmaz nem tartalmazhat D egy irdnyitott itjabdl tobb pontot
— hau,v e V-j , akkor 6°“!(u) és §°%!(v) élein ugyanaz a cimkék halmaza.

Amlkor egy jatékos egy v € V] csucsban dont, egy cimkét valaszt, nem egy élt, hiszen nem tudja,
V7 melyik cstcsdban van. A méasodik tulajdonsag garantilja, hogy V] minden csticsdban ugyanazok a
cimkék. Az els6 tulajdonsdg miatt ha egy jatékos nem tudja hogy két cstcs koziil melyikben van, akkor
nem lehet az egyik a mdsiknak az el6zménye. Jel6lje Cj a VJ beli csticsokbdl kilép6 élek cimkéinek
halmazat. '

A definicié megengedi, hogy két V-beli pontnak a feny8ben a kozos 6se szintén Vi-beli legyen, vagy
hogy a ko6zos 6sbol a két V;j -beli pontba mend uton az i-edik jatékos kiilonbo6zé dontéseket hozzon. Ez
azt jelenti, hogy a jatékos ,nem emlékszik” a korabbi déntésére, mikor a V;j -beli pontban dontést kell
hoznia. Ha ezt nem engedjiik meg, akkor felejtésmentes jatékrol beszéliink. Ha minden Vl-j halmaz
egyelemt, akkor a jaték teljes informacigji.

Az i-edik jatékos tiszta stratégidi a C} x C? x ... x C’fi halmaz elemei. Annak felelnek meg,
hogy az egyes V7 (j = 1,..., k;) informaciés halmazokbol milyen cimkéjii élen akar kilépni. Ha minden

jatékos valaszt egy tiszta stratégiat, kapunk egy valdsziniiségi eloszlast a leveleken a természet dontései
alapjan. Ez eszerinti varhaté értékek adjak meg az egyes jatékosok varhaté nyereségeit erre a stratégia-
vektorra. A jatékot tehat stratégiai alakban is felirhatjuk ezekkel a tiszta stratégiakkal és nyereségekkel.
Az extenziv alak f6 vonzereje, hogy megadhatjuk a kevert stratégidknak egy jobban kezelhetd
részhalmazat. Az i-edik jatékos egy viselkedési stratégidja az, hogy minden j € [k;]-re megad a C
halmazon egy val6szintiségi eloszldst. A jaték sordn az i-edik jatékos fiiggetleniil valaszt ezek szerint
az eloszlasok szerint a CY halmazokbol. Ha minden jétékos vdlaszt egy viselkedési stratégidt, ahhoz is
tartozik egy valészintliségi eloszlas a leveleken, és igy egy varhaté nyereség minden jatékosnak.
Példaként tekintsiik a kovetkez6 egyszert kétszemélyes kartyajatékot: mindkét jatékos betesz 1 Ft
tétet. Az o0szt6 oszt egy lapot egy 52 lapos paklibdl az els6 jatékosnak, ezutan az els6 jatékos donthet,
hogy passzol, vagy emeli a tétet 1 Ft-tal. Ha passzolt, akkor a méasodik jatékos nyer és megkapja az
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osszes pénzt. Ha emelt, akkor az oszt6 oszt a méasodik jatékosnak is egy lapot. O szintén donthet, hogy
passzol, vagy megadja a tétet (betesz 1 Ft-ot). Ha passzolt, az els6 jatékos nyer, ha pedig megadta a
tétet, felfedik a lapjaikat, és az er6sebb lap nyer.

Mindkét jatékosnak 2°2 db tiszta stratégidja van, hiszen a lapja fiiggvényében déntheti el, hogy
passzol vagy nem. Egy kevert stratégia tehat egy valoszintiségi eloszlas egy 2°2 elemfi halmazon. Ezzel
szemben egy viselkedési stratégiaban csak azt kell megadnunk, hogy adott lap esetén milyen valészi-
nliséggel passzolunk, igy ez 52 db valdsziniiségi eloszlas egy kételemii halmazon.

Igaz-e, hogy a viselkedési stratégiak kozott is mindig van kevert Nash-egyensily ? Nem feltétleniil,
még kétszemélyes 0-Osszegii jatékndl is van olyan példa, ahol viselkedési stratégiaval nem érhetd el
a biztonsagi szint, és {gy Nash-egyensily sem lehet. Azonban Kuhn alapvetd tétele kimondja, hogy
felejtésmentes jaték esetén mar igen a valasz. S6t, ennél joval er6sebb igaz. Nevezziik az i-edik jatékos
o; és o} kevert stratégiajat ekvivalensnek, ha tetszéleges o_; € A_; esetén w(0;,0-;) = w(o},0-;)
(l=1,...,n).

3.1. tétel (Kuhn, 1953). Tekintsink egy felejtésmentes, extenziv alakban adott jatékot, és legyen o;
az i-edik jatékos eqy kevert stratégidja. Ekkor van o;-vel ekvivalens viselkedési stratégia.

A tételbdl kovetkezik viselkedési Nash-egyensily létezése. Legyen ugyanis o egy tetszéleges kevert
Nash-egyensily, és legyen o} egy o;-vel ekvivalens viselkedési stratégia (i € [n]). Tekintstink adott i-re
egy o, € A; kevert stratégiat. Az ekvivalencidkbol és abbdl, hogy o Nash-egyenstily, kévetkezik hogy

ui(07,07;) = ui(0, 0-) < ui(o) = ui(0”),
tehat o* Nash-egyensily.

3.2. megjegyzés. Ha a jaték nem felejtésmentes, akkor el6fordulhat, hogy nem is létezik viselkedési
Nash-egyenstly. Tekintsiik példaul az ,,azonos érmék” jaték kovetkezo valtozatat. Eloszor az elsd jaté-
kos valaszt fejet vagy irdst, utdna a masodik jatékos (aki nem ismeri az els6 valasztasat). Van azonban
egy harmadik kor is, ahol megint az els6 jatékos valaszt egy masik érmével, viszont ekkor nem em-
1ékszik az elsé valasztasara (és persze a mésodik jatékos valasztasat sem ismeri). A hasznossidgok a
kovetkezOk :

1.\ 2 | Fej Irds
FF [1,-1 -1,1
FI |-2,2 =22
LF |-2,2 -2,2
LI |[-1,1 1,-1

Mivel az (F,I) és (I, F') az els6 jatékos szigortian domindlt stratégidi, ezek csak 0 valdszintiséggel szere-
pelhetnek kevert Nash-egyensilyban. Azonban az elsé jatékos a masodik valasztasandl nem emlékszik
az elsOre, tehat a jaték fajaban a masodik valasztasahoz tartozo csicsok egy informadciés halmazban
vannak. Ez azt jelenti, hogy csak két olyan viselkedési stratégidja van, amiben (F,I) és (I, F) 0 va-
l6szintiségii: a tiszta (F, F') és a tiszta (I, ). Ezek azonban nem adnak Nash-egyensilyt: (F, F')-re a
mésodik jatékos legjobb vilasza I, amire az els§ jatékos legjobb valasza (I, I); hasonléan, (I,I)-re a
méasodik jatékos legjobb vilasza F, amire az els§ jatékos legjobb vélasza (F, F). Igy nines viselkedési
Nash-egyenstly.

3.2. Részjaték-perfekt egyensily

A 2.3 fejezetben elemeztiik az aldbbi ,nemek harca” jiatékot, ahol a lany inkdbb Quimby koncertre
menne, a fit inkabb Tankcsapdara, de mindenképp egyiitt szeretnének szoérakozni. A két tiszta Nash-
egyensily (mindketten ugyanarra a koncertre mennek) mellett van egy kevert is: a lany 2/3, a fiu
pedig 1/3 val6szintiséggel valasztja a Quimby-t.

Fia \ Lany | Quimby Tankcsapda
Quimby 1,2 0,0
Tankcsapda 0,0 2,1
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Nézziik most a jatéknak azt a valtozatat, ahol elébb a lany dont, hogy melyik koncertre megy, és
ezt kozli a fitval, aki mar ennek tudatdban dont. A jaték stratégiai alakja annyiban valtozik, hogy a
fitnak immar 4 stratégiaja van: melyik koncertre megy ha a lany Quimby-re, és melyikre ha a lany
Tankcsapdara.

Fia \ Lany | Quimby Tankcsapda
QQ | L2 0,0
(Q.T) 1,2 2, 1
(T,Q) 0,0 0,0
(T,T) 0, 0 2,1

Itt hédrom tiszta Nash-egyensuly van: ((Q,Q), Quimby), ((Q,T), Quimby), és ((T,T), Tankcsapda) —
emellett kevert egyensilyok is vannak, de ezekkel most nem foglalkozunk. Vannak érvek amellett, hogy
a hdrom koziil csak ((Q,T), Quimby) tekinthet6 raciondlisnak, a méasik két egyensilyndal a jatékosok
valamilyen értelemben irracionélisan viselkednek. A ((Q,Q), Quimby) esetben a fii Quimby-re menne,
ha a lany Tankcsapdara, ami ellentmond a sajat preferencidinak. A ((T,T), Tankcsapda) esetben pedig
a lany a fin ,fenyegetése” miatt dont a Tankcsapda mellett, pedig ez a fenyegetés a lany dontésekor
még nem kovetkezett be, hiszen a lany dont elébb.

Ezeknek az irracionalitdsoknak a kikiiszobolésére talaltak ki a részjaték-perfekt egyensily fogal-
mat. A definicidkat el6szor csak a teljes informécidji esetre adjuk meg. Egy J teljes informéciéju
jaték részjatéka a D feny6 egy tetszOleges v nem-levél csicsanak a leszarmazottaibdl all6 részfeny6
szOleges viselkedési stratégidja megszorithaté erre a részjatékra. A J jaték egy viselkedési stratégidja
részjaték-perfekt egyensily, ha minden J, részjatékra megszoritva Nash-egyensily.

A fenti példaban ((Q,Q), Quimby) és ((T,T), Tankcsapda) nem részjaték-perfekt egyensilyok: az
elobbinél a lany , Tankcsapda” vélasztasa alatti részjatékban, az utébbindl pedig a lany ,,Quimby”
valasztasa alatti részjatékban nem kapunk Nash-egyensiilyt.

3.3. tétel. Teljes informdcicju jatékban mindig van tiszta részjdték-perfekt egyensily.

Bizonyitds. A tiszta részjaték-perfekt egyensilyt dgy konstrualjuk meg, hogy a levelektdl felfele ha-
ladva rogzitjiik a csicsokban, hogy milyen dontést hoznak. Legyen v € V; egy olyan csiucs a faban,
aminek az 0sszes V1 U ... U V,,-beli leszarmazottjaban mér kivalaszottuk a kilépd élt. Ekkor az 0sszes
v-bOl kilépo élre ki tudjuk szamolni, hogy azt vilasztva mennyi az i-edik jatékos varhatd nyeresége a
Jy részjatékban. Vélasszuk azt az élt, ahol ez a legnagyobb. Ezt ismételgetve minden V3 U. ..U V,-beli
cstcsra meghatarozhatjuk a kilépd élt.

Belatjuk, hogy az igy kapott s stratégia-vektor részjaték-perfekt egyensily. Mivel az algoritmus
minden részjatékra is ugyanigy miikodik, elég belatni, hogy s Nash-egyensily. Tegyiik fel hogy nem,
azaz 1étezik i és s, € S;, hogy u;(s},s—;) > u;(s). Vélasszuk si-t ugy, hogy a lehetd legtobb helyen
megegyezzen s;-vel. Legyen v € V; egy olyan cstcs, amiben eltér s; és s; vilasztdsa, viszont az 6sszes V-
beli leszarmazottjdban s; és s, ugyanazt a kilépd élt vilasztja. Jelolje u? az i-edik jatékos hasznét a J,
jatékban. Legyen s az si-b6l kapott stratégia, ha a v cstcs a kilépé élt s; szerint valasztja s helyett.
A konstrukcié miatt uf(s/,s—;) = u¥(s) > u¥(s},s_;). Mivel a tobbi dgban nem véltozik az i-edik
jatékos haszna, azt kaptuk, hogy wu;(s, s_;) > u;(s}, s—;) > u;(s). De ez ellentmond s, vdlasztdsanak,
hiszen s} tobb helyen egyezik meg s;-vel. O

A részjaték fogalma kiterjesztheté nem teljes informaciéju jatékokra is. Ebben az esetben részja-
téknak az olyan J, jatékokat nevezziik, ahol tetsz6leges i-re és j-re a Vij informéaciés halmaz vagy
része a v alatti részfenyének, vagy diszjunkt téle. Figyeljiik meg, hogy a teljes jaték mindig egyben
részjaték is. A részjaték-perfekt egyensily definicidja valtozatlan: olyan viselkedési stratégia, ami min-
den részjatékra megszoritva Nash-egyensiily. Ha a nemek harca jatéknak azt a valtozatat nézziik, ahol
a lany ugyan el6bb dént, de nem &arulja el a dontését a fiinak, akkor az egyetlen részjaték a teljes
jaték lesz, tehat minden Nash-egyensuly egyben részjaték-perfekt egyensily.

3.4. tétel. Felejtésmentes jatékban mindig van részjaték-perfekt egyensily.
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Bizonyitds. Figyeljiik meg, hogy a részjatékok is felejtésmentesek. Legyen V* azoknak a v € Vy UV U
U.. .UV, csticsoknak a halmaza, amikre J, részjaték. A részjaték-perfekt egyensiily megkonstrualasahoz
valasszunk egy olyan v € V* cstcsot, aminek nincs V*-beli leszarmazottja. A 3.1 tétel szerint J,-ben
van olyan oV viselkedési stratégia-vektor, ami (kevert) Nash-egyenstly. Rogzitsiik ezt a viselkedési
stratégiat a v csicsnal és a leszdrmazottainal ; toroljik a v cstcs leszarmazottait, a v csticsra pedig irjuk
ra nyereségként a oV szerinti varhaté nyereségeket. Ezt ismételgetve meghatarozunk egy o viselkedési
stratégiat.

Az €l6z6 bizonyitdshoz hasonldéan elég belatni, hogy o Nash-egyensuly, hiszen minden részjatékra
ugyanazt adja az algoritmus, ha énmagaban egy jatékként tekintiink ra. Tegylik fel indirekt, hogy o
nem Nash-egyensily, azaz 1étezik i és o) € A;, hogy w;(0o},0_;) > u;(0) (bar o-t tiszta stratégidnak is
vélaszthatndnk, most kevert stratégiat fogunk haszndlni). A 3.1 tétel szerint o} valaszthaté viselkedési
stratégianak; valasszuk gy, hogy a lehetd legtobb részjatékban megegyezzen o;-vel. Legyen v € V*
egy olyan cstcs, ahol o; és o) eltér, de v-nek az Gsszes w € V* leszdrmazottjara o; és o] ugyanaz
Jy-re megszoritva. Jelolje u! az i-edik jatékos varhat6é hasznat a J, jatékban. Legyen o} a o)-bél
kapott stratégia, ha a v cstcs azon Vj-beli leszdrmazottaiban valtoztatjuk o;-re a stratégiat, akik nem
szerepelnek v leszarmazottjahoz tartozd részjatékban. Mivel minden részjaték minden informécids
halmazt vagy teljes egészében tartalmaz vagy diszjunkt t6le, o} egy érvényes viselkedési stratégia lesz.
Mivel o Nash-egyenstly a J, részjatékban és J,-re megszoritva o, megegyezik o;-vel, uf (o), 0_;) =
= uf (o) > u¥(o},0_;). Mivel a tobbi 4gban nem valtozik az i-edik jétékos haszna, azt kaptuk, hogy
ui(ol,0_;) > ui(ol,0_;) > ui(0). Ez pedig ellentmond o} vélasztdsédnak, hiszen o tobb részjatékban
egyezik meg o;-vel. O

3.3. Szekvencialis egyensuly

Az egyensily fogalmét sokszor olyan, nem teljes informéciés jatékokban akarjuk vizsgdlni, ahol a
jatékosok véletlenszeriien bizonyos tipusokba sorolédnak, de egy jatékos csak a sajat tipusat ismeri,
a tobbi jatékosét nem. Az ilyen jatékok extenziv alakjiban a gydkér Vi-ben van, és a beldle kilépd
élek hatarozzak meg a jatékosok tipusait. Konnyen lathatd, hogy az egyetlen részjaték a teljes jaték,
hiszen minden mas részfa szétvag informéaciés halmazt. A részjaték-perfekt egyensuly fogalma tehét
itt egybeesik a Nash-egyensulyéval. Az irraciondlis egyensilyok kisziirésére tovabbi finomitdsra van
sziikség.

3.5. definici6. Az i-edik jatékos vilagképe egy p; : V; — Ry fliggvény, amelyre teljesiil, hogy
tetsz6leges V7 informécits halmazra > pevd Pi(v) = 1. Tekinthetjiik gy, hogy v € V7 esetén p;(v) a

jatékos becslése arra, hogy Vl-j -n beliil milyen valészinliséggel van valdéjaban v-ben. Vilagkép-vektor
alatt egy (p1,...,pn) vektort értiink, ahol p; az i-edik jatékos egy vilagképe.

Egy szekvencialis egyensulyban a jatékosoknak nem csak stratégiaja, hanem vilagképe is van. Hogy

megértsiik, mi a szekvencialis egyensily, el0szor definidlnunk kell, hogy a jatékosok vilagképe mikor
konzisztens egy o viselkedési stratégia-vektorral. Vegyiik észre, hogy a o viselkedési stratégia-vektor
meghatéroz egy p, : V — Ry fliggvényt: ha minden jatékos o szerint jatszik, akkor melyik csicsba
milyen val6szintiséggel jutunk el. A konzisztencia informélisan azt jelenti, hogy p;(v) megegyezik a p,
szerinti feltételes valészintiséggel a V;' halmazon, azaz p;(v) = ps(v)/ >, ey Po(w). Ezzel a definfciéval
az a gond, hogy a nevezo lehet 0, Ggyhogy a formalis definici6 kicsit rafindltabb.
3.6. definici6. Az i-edik jatékos p; viligképe konzisztens a o viselkedési stratégia-vektorral, ha
létezik teljesen kevert viselkedési stratégia-vektoroknak olyan o', o2, ... konvergens sorozata, ami tart
o-hoz, és tetszOleges v € VY-re a p,u (v)/ 3 ey Por (W) sorozat tart p;(v)-hez, ha k — oo. (Figyeljiik
meg, hogy itt a nevez6 mindig pozitiv, mert a stfatégiék teljesen kevertek, azaz minden él valdszinlisége
pozitiv. Ha Zwevij po(w) > 0, akkor a folytonossdg miatt p;(v) = pg(v)/zwevij Po(w) minden v €
€ Vij -re.)

A (p1,...,pn) vildgkép-vektor konzisztens a o viselkedési stratégia-vektorral, ha létezik telje-
sen kevert viselkedési stratégia-vektoroknak olyan o', 02, ... konvergens sorozata, ami tart o-hoz, és
tetsz6leges V7 informdcits halmazra és v € VY-re a p,x(v)/ Zwevj Pk (w) sorozat tart p;(v)-hez, ha
k — oo.
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3.7. lemma. Ha a jaték felejtésmentes, és p; konzisztens o-val, akkor tetszéleges o) viselkedési stra-
tégidra p; konzisztens (o}, o_;)-vel is.

Bizonyitds. Ha v és w a Vij informéciés halmaz két pontja, akkor a felejtésmentesség miatt a kozos
0siiktdl beléjiik vezetd tton az i-edik jatékos ugyanazokat a dontéseket hozza. Ezért a Vij -beli feltételes
valésziniiségeket nem befolydsoljak az i-edik jatékos dontései (legalabbis teljesen kevert stratégidk
esetén), csak a tobbi jatékos dontései. O

A szekvencidlis egyensily fogalmat Kreps és Wilson vezette be. Adott Vij informéciés halmazra és
p; vildgképre legyen Jj (pi) az a jaték, ahol a gyokérbdl minden v € Vij -be megy egy p;(v) valészintiségii
él (azaz a gyokérben a természet dont 1lyen valoszmusegekkel) Vj cstcsaitol kezdeve pedig az eredeti
jatékot jatsszuk. Megjegyezziik, hogy J] (p,) csak p;-nek a V] halmazon felvett ertekeltol fiigg. Adott
o viselkedési stratégia-vektorra legyen u! (p;, o) az i-edik jatékosnak a haszna, ha Jl (pi)-ben mindenki
a o stratégia szerint 1ép.

3.8. definicié. A p = (p1,...,pn) vildgkép-vektor és a o viselkedési stratégiavektor egyiitt egy szek-
vencialis egyensuly7 ha egyrészt p konzisztens o-val, méasrészt tetszoleges V] informéciés halmazra
@(Pu o) > ul(pi, (0},0_;)) minden olyan o/-re, amit o;-nek a C’j -n valé megvaltoztatasaval kapunk.

A definici6é szemléletes jelentése az, hogy ha a jatékot a Vij halmazbdl kezdenénk a p; altal adott
valdszintiségekkel, és az i-edik jatékos ismerné a tobbiek stratégidjat, akkor se tudna V-bél jobb kilépd
élt valasztani.

3.9. tétel. Ha a (p,o0) pdr szekvencidlis egyensily, akkor o részjaték-perfekt egyensily.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy az allitas nem igaz, és legyen J, egy olyan részjaték, amiben o
nem Nash-egyensily, de minden v alatti részjatékban mar az. Ekkor létezik i és o viselkedési stratégia
Jy-ben, hogy uf (o}, 0_;) > uj (o). Valasszuk oj-t gy, hogy a legtobb helyen megegyezzen o;-vel, és
legyen V7 egy olyan informéciés halmaz a .J, részjatékon beliil, amibél kiléps éleken o; és o) nem
egyezik meg, de a Vij alatti részfakon megegyezik (a felejtésmentesség miatt ilyen van: ha egy V
informéciés halmaz egy pontjanak van V;j -beli 6se, akkor minden pontjdnak van). Vegyiik észre, hogy
p; a Jy, részjatékon beliil is konzisztens o-val (itt kihasznaljuk, hogy a konzisztencidt a 0 valészintiségii
agakra is definialtuk a kovergenciaval, hiszen lehet hogy v-be 0 valészintiséggel jutunk el a o stratégidk
szerint 1épve). Legyen o) az a viselkedési stratégia, amit o-b6l kapunk tgy, hogy a Vij -bdl kimend
éleken o;-re valtoztatjuk.

A 3.7 lemma miatt p; konzisztens a (0}, 0_;) stratégia-vektorral is .J,-ben. Mivel a szekvenciélis
egyensulyban optimalisan valasztjuk a VJ bél kilép6 cimkéken az eloszlast, és a V] alatti részfakon o;
és o] megegyezik, ul (o), 0_;) > u¥(o},0_;), tehat u¥ (0!, 0_;) > u}(o). Mivel o tébb helyen egyezik
meg o;-vel, mint o}, ez ellentmond o] valasztasanak. O

A kovetkezo tételt bizonyitas nélkiil kozoljik. A bizonyitas azért nehezebb mint a 3.4 tételé, mert
kiilonboz6 jatékosok informéciés halmazai nem feltétleniil allithaték sorrendbe (el6fordulhat, hogy az
egyik dgon az egyik jatékos dont el6bb, a masikon a mésik, de nem tudnak egymés dontéseirdl), igy
nem lehet a faban felfele haladni a konstrukcidval.

3.10. tétel (Kreps, Wilson). Felejtésmentes jatékban mindig van szekvencidlis egyensily. O

3.11. megjegyzés. A fejezet elején emlitettiik azt a jatéktipust, ahol a jatékosok az elején véletlensze-
rii tipusokba sorolédnak valamilyen valoszintiségekkel, és mindenki csak a sajat tipusat ismeri. Kénnyt
latni, hogy ha egy p vilagkép-vektor konzisztens egy o viselkedési stratégia-vektorral, akkor p a helyes
valbszintiségeket adja arra nézve, hogy a gyokér melyik szomszédja alatt vagyunk, azaz mik a jatékosok
tipusai. Valoban, p, sziikségszeriien a helyes valésziniiségeket tartalmazza, igy a konzisztencia miatt

p is.

Példaként tekintsiik az aldbbi sor-limonadé jatékot. Az els6 jatékos 0,9 valdsziniiséggel eros és
0,1 valészintiséggel gyenge (ez a természet dontése a gydkérben). Ul a kocsméban a pultnal, és el kell
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dontenie, hogy sort vagy limonadét rendel. Ha erds, akkor a sort kedveli jobban, ha gyenge, akkor a
limonadét (1 haszon, ha a preferalt italt issza).

A miésodik jatékos kotekedd tipus: megfigyeli, hogy az elsé jatékos mit iszik, és ez alapjan el kell
doéntenie, hogy belekdsson-e. Ha gyengébe kot bele, 1 a haszna, ha er6sbe, -1. Az els6 jatékos egyaltalan
nem szeretne konfliktust, tehat 2-vel csokken a haszna, ha belekétnek, fiiggetleniil attol hogy gyenge
vagy eros.

A jatékban van két tiszta szekvencidlis egyensily (egyéb egyensilyok is vannak, de azokkal most
nem foglalkozunk).

1. Az elsd jatékos mindenkép sort iszik. A mésodik jatékos vildgképe szerint aki sort iszik, az
0,9 valdszinliséggel erés és 0,1 valdszintiséggel gyenge, mig a limonadé-ivok mind gyengék. A
limonadé-ivokba belekot, a sérivokba nem. Konnyt ellendrizni, hogy teljesiilnek a szekvencialis
egyensily feltételei: a konzisztencidhoz o*-t példaul kaphatjuk gy, hogy az elsé jatékos k!
valészintiséggel iszik limondadét ha gyenge, és k—2 valészintiséggel ha erds.

2. Az els6 jatékos mindenképp limonadét iszik. A masodik jatékos vilagképe szerint aki limonadét
iszik, az 0,9 valdszinliséggel erés és 0,1 valdsziniiséggel gyenge, mig a sérivok mind gyengék. A
sorivokba belekot, a limonéddé-ivokba nem. Ez az egyensily taldn kevésbé tiinik realisnak mint
az el6z0, de ugyanugy teljesiti a szekvencialis egyensuly feltételeit.

Most moédositsuk a jatékot tgy, hogy a masodik jatékosnak csak akkor 1 a haszna, ha gyenge
limonadé-ivoba kot bele; ha gyenge sérivoba, akkor —1. Kénnyen ellendrizhetd, hogy a fenti két egyen-
stuly tovabbra is Nash-egyensuly, és igy részjaték-perfekt egyenstly is, hiszen az egyetlen részjaték
a teljes jaték. Viszont a masodik immar nem szekvencidlis egyensily: a masodik jatékos a sorivok-
kal szemben nem az optimadlis 1épést védlasztja (barmilyen vildgképe is van, egy sérivoba jobb nem
belekotnie).

Prébéljuk meg felsorolni az Osszes szekvencidlis egyensulyt ebben a mddositott jatékban! A ma-
sodik jatékos sorivokba semmiképp se kot bele. Ezért az els6 jatékos, ha erds, mindenképp sort iszik,
hiszen igy jar jobban. Tegyiik fel, hogy gyengeként pozitiv valdsziniiséggel iszik limonddét. Ekkor
a konzisztencia miatt a masodik jatékos vilagképében a limonadé-ivék mind gyengék, tehat beléjiik
fog kotni. Igy viszont a gyenge elsd jatékos rosszul jar a limonddé-ivassal, tehat ilyen szekvencialis
egyensily nem lehet. Azt kaptuk, hogy az els6 jatékos minden szekvencidlis egyensilyban mindig sort
iszik. Az is kovetkezik, hogy a méasodik jatékos a limonadé-ivokba legalabb % valészintiséggel belekot,
kiilonben egy gyenge els6 jatékosnak megérné limonddét rendelni. Legyen q ez a valdszintiiség.

Mi lehet a mésodik jatékos vildgképe? A konzisztencia miatt a sorivokat 0,9 valésziniiséggel erds-
nek, 0,1 valészintiséggel gyengének tippeli. A limonadé-ivokrél alkotott vildgképe ¢-t6l fligg.

— Ha % < q < 1, akkor a mésodik jatékosnak mindegy, hogy a limonadé-ivékba belekdt vagy sem.
Ezért a vilagképe csak az lehet, hogy a limonadé-ivok % valoszintiséggel erdsek.

— Ha ¢ = 1, akkor a masodik jatékos vilagképében a limonddé-ivok legfeljebb % valoszintiséggel

er6sek. Barmilyen 0 és % kozti szamra lehet o sorozatot definidlni, ahol a limonddé-ivok kozt
az er0sek aranya ahhoz tart, tehat ezek mind el6fordulhatnak vildgképként.
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4. Mechanizmustervezés

A mechanizmustervezésben konkrét jatékok elemzése helyett célunk azok megkonstrualasa: valamilyen
piaci vagy politikai szituacidban szeretnénk igazsigos elosztasi vagy dontési eljarasokat létrehozni.
Altaldban egy kdzosségi dontést keresiink: adott lehetséges kimenetelek egy halmaza (az alabbi
esetben a pizza Osszes lehetséges daraboldsai). Egy csoport minden tagjanak vannak (csak szaméra
ismert) preferencidi vagy értékelési fiiggvénye az alternativikon. Valamilyen meghatdrozott eljaras
keretében sajat preferenciaik alapjan dontéseket hoznak. Célunk egy olyan eljards tervezése, amely
bizonyos szempontok szerint igazsiagosnak tekinthetd.

4.1. Pizzaszeletelés, avagy igazsagos felosztas

Egy egyszerli példa a pizzaszeletelés: egy tobbféle feltétes pizzat szeretne két ember igazsagosan el-
osztani. A feltéteket illetéen izléseik kiilonbozbek lehetnek. A kozismert osztozkoddsi szabély (cut and
choose) szerint elészor az egyikiik két részre osztja a pizzat, a masik pedig kivalasztja a két szelet
koziil az egyiket.

A preferencidk mindkettejiik szaméra egy-egy mértéket (az Analizisben hasznalt értelemben) haté-
roznak meg a pizzan. Példaul lehet, hogy valakinek a zelleres feltét kétszer jobban izlik, mint a brok-
kolis, ezért egy szelet a zelleres részbdl szamaéra egy kétszer akkora brokkolissal egyenértékii, a mésik
jatékosnal viszont éppen forditott a helyzet. A fenti osztozkodasi szabaly mindkettejiik szamara garan-
talja, hogy a sajat mértékiik szerint legalabb a felét megkaphatjak: az oszté a sajat preferencidjanak
megfeleloen két egyenl részre vagva tudja ezt garantalni, a valaszto jatékos pedig a sajat mértékének
megfeleléen a nagyobbik (nem kisebbik) darabot valasztva.

Mi a helyzet t6bb jatékos esetén? Tegyiik fel, hogy az n jatékos mindegyikének van egy kiilonb6zo
mértéke a P pizzan, ezek p1, ..., tn. Akkor definidljuk igazsigosnak a mechanizmust, ha mindegyik
jatékos szaméra garantalhatd, hogy a végén neki juté A; darabra p;(A;) > pi(P)/n, vagyis a sajat
mértéke szerint legalabb az n-ed részt kapja, még akkor is, ha az Osszes tobbi jatékos Osszefogna
ellene. Feltessziik (az el6bb mér impliciten hasznalt) oszthatésigi tulajdonségot: ha egy jatékos elStt
tetszbleges T' C P darab fekszik, és 0 < a < 1 tetszéleges raciondlis szam, akkor fel tudja osztani T-t
Ty és T, vészekre, hogy ii(T1) = oi(T'), pi(T2) = (1 — ) pi(T).

Indukcioval definidlhatunk igazsagos mechanizmust. Tegyiik fel, hogy n — 1 részre mar tudunk
igazsagosan osztani. Osszuk hat igy el az elsé n — 1 jatékos kozott. Ezutan mindegyik jatékos ossza fel
n részre a sajat darabjat. Az n. jatékos az Osszes tObbi jatékos n darabja koziil valasszon egyet-egyet.

4.1. allitas. A fenti mechanizmus n jdatékos szimdra igazsagos.

Bizonyitds. Legyen By, ..., B,_1 az indukcié szerint kapott darabolas. El6szor lassuk be, hogy az n.
jatékos szamara igazsagos. Mindegyik B; n darabra van osztva, ezek koziil a u,, szerinti legnagyobb
darabot valasztva mindegyiknek legalabb az %-ed része jut, ami a teljes pizzanak legalabb az n-ed
részét jelenti tehat. Az i < n jatékosnak az indukcid szerint garantaltuk, hogy p;(B;) > ui(P)/(n—1).
Ha 6 a sajat darabjat p; szerint n egyenld részre osztja, akkor ennek ”;l—ed része megmarad, vagyis
osszesen legalabb p;(P)/n mértéki darab jut. O

Ez az eljaras egy jatékosnak nem feltétleniil egyetlen Osszefiiggl szeletet ad. Az aldbbi, Dubins
és Spanier altal kitalalt ,mozgd késes” eljaras olyan igazsdgos megoldast talal, ahol mindeki egyetlen
szeletet kap. A mértékekrdl azt a kicsit erésebb tulajdonsdgot tessziik fel, hogy egy szelet mértéke
folytonos a két viagas helyében.

Véagjuk be egy helyen a pizzat a kozepéig, és kezdjiik lassan korbe mozgatni a kést. Amelyik
jatékosnak a kés aktudlis 4llasandl 16vo szelet u;(P)/n mértéki lenne, sz6l (ha tobben szélnak egyszerre,
véletleniil valasztunk koziiliik). A jelzést adé jatékosnak levagjuk a kés aktudlis dlldsandl a szeletet, és
a maradék pizzara folytatjuk a késmozgatast eggyel kevesebb jatékossal.

4.2. allitas. A mozgo késes eljards igazsdgos.

Bizonyitds. Aki elészor szdl, legalabb u;(P)/n mértéki szeletet kap. Mivel a t6bbi jatékos nem szolt
korabban, nekik a maradék pizza mértéke legalabb (n—1)u;(P)/n. Ennek a kovetkezé jatékos legalabb
1/(n — 1) részét kapja, stb. O
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Az eljaras atfogalmazhatd egy véges sok 1épésbél 4ll6 eljarassa a kovetkezOképpen. A mozgd kés
helyett minden jatékos bejeldli a pizzan, hogy 6 hol dllitand meg a kést. A legelsé jelet rakd jatékos
kapja meg a jelnél levagott szeletet.

A 1épések szama csokkenthetd Even és Paz rekurziv modszerével. Ha n paratlan, ugyanazt csinaljuk,
mint elébb. Ha n péros, minden jatékos oda rak egy jelet, ahol p;(P)/2 értékil lenne a levagott rész;
a pizzat pedig ugy vagjuk ketté, hogy a vagas el6tt és utan ugyanannyi jel legyen. Mindkét szeleten
meghivjuk rekurzivan az eljardst azokkal a jatékosokkal, akiknek a jele arra a szeletre esik (a pontosan
a vagast jeloto jatékosokat gy osztjuk el, hogy ugyanannyi jatékos jusson a két szeletre). Ezzel az
eljarassal O(n?) jeldlés helyett elég dsszesen O(nlogn) jeldlés.

Irigységmentes felosztas

Az igazsdgossdgndl erGsebb tulajdonsag az irigységmentesség: senki se jarna jobban egy maésik
jatékosnak jutd résszel. Vegyiik észre, hogy egy irigységmentes mechanizmus automatikusan igazsigos,
hiszen y1;(A;) > p;(A;) minden j-re, tehat p1;(A;) > p;(P)/n. Két jatékos esetén a fenti mechanizmusok
ilyenek: az els6 jatékosnak ugyanolyan jo a két szelet, mig a masodik a szamaéara jobbat valasztja.
Harom jatékos esetén viszont mar nem garantalt az irigységmentesség. Az alabbiakban Simmons és
Su munkdaja nyoman megmutatjuk, hogy mindig van irigységmentes felosztas, ami rdadasul osszefiiggod
szeletekbol all. Most a kovetkezo két feltevést tessziik a preferenciakrol:

(i) egy szelet mértéke folytonos a két vagas helyében;
(ii) mindenki éhes, azaz egy valddi pizzaszelet mindenkinek jobb, mint a semmi.
A bizonyitashoz fehasznaljuk a kévetkezé lemmat.

4.3. lemma. Tekintsik az S = {z € R} : 37 x; = 1} (n — 1)-dimenzids szimplezet. Tetszbleges
€ esetén meg tudjuk adni S-nek egy hdromszigelését és a hdromsziogelés csucsainak egy n szinnel

szinezését ugy, hogy
a) a hdromszigelésben szerepld szimplexek datmérdje legfeljebb e,
b) a hdromszogelésben szerepld szimplexek csicsai kilonbozd szindek.

Bizonyitds. Az Ggynevezett iteralt sulyponti felosztast hasznaljuk. Kiindulasként S csicsait szinezziik
ki n szinnel, legyen ez az elsé H; haromszogelés és Cq szinezés. Az dltaldnos 1épésben adott egy H;
haromszogelés és C; szinezés, ami teljesiti a b) tulajdonsagot. Mindegyik szimplex minden oldaldnak
(6nmaganak is) vegyiik a sulypontjat csticsként, és ezeket dsszekotve osszuk fel n darab szimplexre; ez
Hiy1. Igy minden 1j szimplexnek minden j € [n]-re egyetlen olyan csticsa lesz, ami egy H;-beli j — 1
dimenziés szimplex stulypontja. A C;11 szinezést gy kapjuk, hogy a H;-beli j —1 dimenzids szimplexek
sulypontjait j szintire szinezziik (specidlisan a H;-beli csiicsok mind az els6 szint kapjak).

Elég nagy i-re az a) tulajdonség is teljestilni fog. O

4.4. tétel (Simmons, Su). Ha az (i) és (ii) tulajdonsdgok teljesilnek, akkor n vdgdssal kaphatunk egy
rigységmentes felosztdst.

Bizonyitds. Eloszor a tétel egy kozelité valtozatat latjuk be, ebbol hatarértékként fog kovetkezni a
tétel allitasa. Adott e-ra vegyiik a fenti S szimplexnek egy H haromszogelését és C szinezését, ami
teljesiti a lemma tulajdonsigait. Vagjuk be egy tetszOleges helyen a pizzat a kozepéig; ezutan egy n
szeletre vagas jellemezhetd egy x1,...,z, vektorral, ahol x; > 0 és 3°7 ;z; = 1 (z; a sorrendben
j-edik szelet nagysdga). Tehat S elemei és a szeletelések kozott van egy bijekcid, specidlisan H minden
cstcsa megfelel egy szeletelésnek. Definidlunk H csticsain egy C’ szinezést a kovetkezdképp: tegytik fel
hogy a cstics szine C szerint i; legyen a C’ szerinti szine j, ha az i-edik jatékos a cstcsnak megfelels
szeletelésben a j-edik szeletet preferdlja (ha tobb szelet is a kedvence, akkor barmelyiket valaszthatjuk).

A (ii) tulajdonsig miatt a C’ szinezés kielégiti a Sperner Lemma (2.34. Lemma) feltételeit, tehat
van a ‘H haromszogelésben egy tarka S’ szimplex. Az i-edik jatékoshoz rendeljiik azt a szeletet, amit
S’ C szerint i szinfi csticsdnédl a C’ szinének megfeleld szelet. Mivel S’ csticsai C’ szerint kiilonb6z6
szinliek, az a) tulajdonsidg miatt a kiillonb6z6 jatékosokhoz rendelt szeletek kozti atfedés legfeljebb e.
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A tételt bizonyitasdhoz vegytink egy €1, €a, ... 0-hoz tarté sorozatot, és legyen S; az €;-re a kivalasz-
tott szimplex. Az S; sorozatbdl ki lehet valasztani egy olyan részsorozatot, ahol egyrészt a szimplexek
stulypontjaibdl 4ll6 sorozat konvergens, masrészt mindegyik jatékos a sorozat minden elemében ugyan-
olyan sorszamu szeletet kap. Az (i) tulajdonsig miatt a stlypontok hatarértékének megfeleld felosztéds
j6 lesz. O

A fenti tétel nem ad véges 1épésszamn algoritmust a felosztas megtalalasara. Még az 6sszefiiggiség
megkovetelése nélkiil is sokdig nyitott kérdés volt, hogy van-e egyaltalan olyan algoritmus, ami barmi-
lyen preferenciak esetén véges. 3 jatékos esetén Selfridge és Conway adott 1960-ban ilyen algoritmust:

1. Az els6 jatékos a sajit preferencidja szerint 3 egyenld részre osztja a pizzat.

2. A masodik jatékos a szamadra legjobb szeletbdl levag annyit, hogy szaméara egyenld legyen a
masodik legjobbal. Legyen L a levagott rész, és P, P>, P3 a harom szelet, ahol P;-bol vagtunk
le.

3. A harmadik jatékos vilaszt egyet Py, P», Ps koziil. Ha nem Pj-et valasztotta, akkor a masodik ja-
tékos megkapja Pi-et. Ha Pj-et valasztotta, akkor a masodik jatékos valaszt a maradék kettobol.
A harmadik szelet az elsé jatékosé.

4. A maéasodik és harmadik jatékos koziil az, aki nem Pj-et kapta, a sajat preferencidi szerint 3
egyenl$ részre osztja L-et. Ebbdl valaszt el6szor a Pi-et kapd jatékos, utana az elsé jatékos,
végiil az osztd.

4.5. tétel (Selfridge, Conway). A fenti algoritmus irigységmentes.

Bizonyitds. Nézzik el6szor a Py, Py, P3 szeleteket. A harmadik jatékos szabadon vélasztott ezek kozil;
a masodik jatékos a két, szamara egyforman legjobb koziil az egyiket kapja; végiil az els6 jatékosnak
a levagds el8tt ugyanannyit értek, és nem a levdgottat kapja. Igy elmondhatjuk, hogy a Pi, Ps, P3
szeleteket nem irigylik egyméstol.

Legyen A az a jatékos, aki L-et elosztotta, B pedig aki P;-et kapta. A szamaéara L részei egyforman
jOk, tgyhogy & nem irigy, B pedig elészor valasztott a harom koziil. Az els§ jatékos A el6tt valaszt,
tehat az 6 szeletére nem irigy. B pedig Pi-et kapta, amit az els6 jatékos még L-lel egyiitt sem szeret
jobban, mint a sajat csonkitatlan szeletét, tehat B-re se irigykedik. O

Tetszoleges jatékosszdmra Brams és Taylor adott eldszor véges irigységmentes algoritmust 1992-
ben. Ennek az algoritmusnak azonban fix jatékosszam esetén nincs egy globalis 1épésszam korlatja, azaz
a preferencidk valtoztatasaval akarmilyen nagy lépésszamot elérhetiink. Globélis 1épésszam-korlata
algoritmus csak 5 jatékos esetén ismert, nagyobb jatékosszamra a kérdés nyitott.

Lakbér-elosztas

A fenti gondolatmenethez hasonléan bizonyithaté irigységmentes lakbér-felosztas létezése. Ebben a
feladatban n didk szeretne kibérelni egy n-szobds egy lakéast. A havi lakbér «, ezt szeretnék igazsigo-
san elosztani egymds kozt. Egy lakbér-elosztéas jellemezhetd egy x1,...,x, vektorral, ahol x; > 0 és
>ie1xj = a (z; a j-edik szoba éra). Tekintsiik az S = {z € R} : 377 | x; = a} (n — 1)-dimenzis
szimplexet. Tehat S elemei és a lakbér-elosztasok kozott van egy bijekcid. Az i-edik jatékosnak van egy
@i+ S — 2" leképezése, ami megmondja, hogy adott lakbér-elosztasnal melyik szobd(ka)t valasztana.
Errdl a kovetkezoket tessziik fel:

— ¢i(x) sosem fires,

— Ingyen szoba mindig jobb mint ami pénzbe keriil, azaz ha van j, hogy x; = 0, akkor ¢;(z)-ben
csak ilyen szobak vannak,

— ¢; folytonos abban az értelemben, hogy ha az 27 sorozat tart z-hez, és k € ¢;(z7) minden j-re,
akkor k € ¢;(x).
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Egy x lakbér-elosztas irigység-mentes, ha van olyan m permutécid, hogy m(i) € ¢;(z) (i € [n]), azaz
ha az i-edik jatékos a 7(i) szobat kapja, akkor senki se akar méasik szobara valtani.

4.6. tétel (Su). A fenti feltételek mellett létezik irigységmentes lakbér-elosztds.

A bizonyitas lényegében a 4.4. Tételét kéveti, de itt a Sperner-lemma helyett egy hasonlé, de
mas tulajdonsigu szinezésekre vonatkozé lemmat kell hasznélni; ez hasonléan bizonyithaté mint a
2.34. Lemma.

4.7. lemma. Tegyiik fel, hogy az S szimplexnek adott egy olyan szimplicidlis felosztdsa, ahol S minden
lapjanak van belsé pontja a felosztdsban. Legyen C' a felosztds csicsainak olyan szinezése, ahol a belsd
csucsok akarmelyik szint kaphatjak, a hataron pedig egy csics akkor kaphatja az i-edik szint, ha rajta
van az i-edik lapon. Ekkor van tarka szimplex a felosztdsban.

A tétel bizonyitasahoz azt kell észrevenni, hogy a a 4.4. Tétel bizonyitdsdhoz hasonléan definidlt
C’ szinezés teljesiti a lemma feltételeit.

Stratégia-biztossag

Az eddig targyalt igazsigos felosztdsi mechanizmusok nem stratégia-biztosak: egy jatékos bizonyos
esetekben jobb szeletet kaphat, ha hazudik a preferencidirdl. Be lehet latni, hogy determinisztikus
stratégia-biztos mechanizmus nem lézezik, mar két jatékos esetén sem. Azonban két jatékos esetén
olyan randomizalt mechanizmust tudunk mondani, ami garantaltan irigységmentes, és varhaté érték-
ben stratégia-biztos.

Feltessziik, hogy P = [0,1], és p1 és ug abszolut folytonos valészinliségi mértékek P-n.

4.8. lemma. Létezik nemnegativ x* és y*, hogy pi([x*,y*]) = 1/2 és po([x*,y*]) = 1/2.

Bizonyitds. A kétdimenziés Kakutani fixpont-tételt (2.36. Tétel) hasznédljuk. Legyen z; = max{z €
€ Ry : p10,2] = 1/2} és z0 = max{z € Ry : p2[0,z] = 1/2}. Az altaldnossdg megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy z1 > z9. Legyen C = {(z,y) € R : 0 < = < 21, 29 < y < 1}, és definidlunk egy
@ : C — 29 halmazértékii fiiggvényt, ahol p(z,y) = @1(y) x pa(x), és utébbiaknak a kovetkezé a
definicidja:

o1(y) ={z €[0,z] : 2 <y, pa(fz,y] =1/2},
pa(x) ={y € [22,1] : y >, pa([z,y] = 1/2}.

Konnyt latni, hogy @1 és o rendelkezik a zart graf tulajdonsiggal, és minden pont képe nemiires
intervallum. Ezért ¢ is rendelkezik a zart graf tulajdonsdggal, és minden pont képe konvex (egy
téglalap). Alkalmazhaté tehat a Kakutani fixpont tétel: létezik z* és y*, hogy (z*,y*) € o(x*,y*),
vagyis * € v1(y*) és y* € pao(x*). A fiiggvények definicibja szerint ez azt jelenti, hogy pi([z*, y*]) =
=1/2 és pa([z*,y*]) = 1/2. O

A lemma alapjan a kovetkezO egy varhatd értékben stratégia-biztos mechanizmus: megkeressiik
a lemmaban szereplé x*,y* értékeket, és az egyik jatékos kapja az [x*,y*] szeletet, a mésik pedig a
[0, 2*] U [y*,1] szeletet, de azt véletlenszerlien dontjiik el, hogy melyik jatékos melyiket.

A lemmaéban szerepld (x*, y*) par véges sok 1épésben csak bizonyos tovabbi feltételek teljestilése ese-
tén szamolhatd ki pontosan, de konvergalni tudunk hozza: kiszamolhatunk egy 1 = g, 1,1, 22, %2 - . .
alternal6 sorozatot a kovetkez6képp: ha y; megvan, legyen I = ¢o(y;). Ha valamely © € I-re y; €
€ pi(z), akkor x* = z, y* = y; j6 par. Ellenkez6 esetben legyen z;+1 az I maximalis eleme, és legyen
J = ¢1(xiy1). Ha valamely y € J-re x;11 € ¢a(y), akkor x* = z;11, y* = y jé par. Ellenkez esetben
legyen y; 11 a J maximalis eleme.

Be lehet 1atni, hogy az x1,z9,x3. .. sorozat és az yg, y1, Y2, ... sorozat is szigorian monoton csok-
kend, és ha z*-hoz illetve y*-hoz konvergalnak, akkor (z*,y*) € p(z*, y*).
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4.2. Szavazisi mechanizmusok

Amennyiben két lehetséges alternativa kozil kell valasztani, kézenfekvé dontési mechanizmus a tobb-
ségi szavazas. Lathat6 raadasul, hogy ez az egyediili igazan igazsdgosnak tekintheté modszer. Kérdés,
hogy mi a helyzet, ha harom lehetséges kimenetel koziil kell donteni? A tobbségi szavazas természetes
altalanositasa a listas szavazas: a lehetséges jeloltek koziil mindenki egyet valaszthat, és a legtobb
szavazatot kapé jelolt nyeri a valasztast.

Tekintsiik a kovetkezd szitudcidét. Harom jelolt, a, b és ¢ koziil a szavazok 45%-anak preferencia-
sorrendje a,b, ¢, 30% preferenciasorrendje b, ¢, a, 25%-nak pedig c¢,b,a. A tobbségi szavazds alapjin
ekkor a fog nyerni a szavazatok 45%-aval. Vegyiik azonban észre, hogy a szavazdk 55%-a szaméra a
val6jaban a harom koziil a legrosszabb valasztas: a tobbség tehat jobban oriilne, ha b vagy ¢ nyerne.
Ha példaul a 25%-o0s csoport a sajat kedvenc jeloltje, ¢ helyett dtszavazna b-re, akkor 6t ki is tudndk
hozni gy6ztesnek. Ezt a jelenséget nevezziik taktikai manipuladlhatésagnak. A probléma ezzel, hogy
a szavazok valédi véleménye helyett ,,azt gondolom, hogy a tobbiek gy gondoljak, hogy én azt gondo-
lom hogy 6k azt gondoljak sth.” tipust kezelhetetlen okoskodasok eredményét kapjuk, amit példaul a
kozvéleménykutatdsok eredménye igen erésen torzithat. (Hasonld jelenség, ha valaki azért nem szavaz
a szamara legszimpatikusabb partra, mert fél hogy az nem éri el az 5 szazalékos parlamenti kiiszobot,
és ezért az 6 szavazata ,karba veszne”.)

A tObbségi szavazas javitasat célozza a Borda-pontozas: legyen k jeloltiink. Minden szavaz6 sor-
rendbe &llitja a jeldlteket, az elsé helyezett k, a méasodik k — 1, a legutolsé pedig 1 pontot kap. A
fenti preferencidk mellett, 100 szavazd esetén a 190, b 230, ¢ pedig 180 pontot kapna, vagyis b jonne
ki gy6ztesnek.

4.9. feladat. Készitsiink Borda-pontozas esetében példat taktikai manipuldlhatésigra, vagyis mu-
tassunk olyan esetet, amikor bizonyos szavazok a sajat valds preferenciasorrendjeiktol eltéré modon
szavazva maguk szamara kedvezébb eredményt tudnanak kikényszeriteni.

Itt és a kovetkezOkben <-t rendezésnek nevezziik egy A halmazon, ha dichotém (vagyis minden
z,y € A-ra vagy z<y és y<x kozil pontosan az egyik all fenn), irreflexiv (vagyis x<x nem teljesiil)
és tranzitiv (vagyis x<y és y<z esetén x<z). Feltessziik, hogy minden szavaz6 preferencidit egy-egy
rendezés adja meg a jeloltek halmazan.

A tobbségi szavazat egy masik, preferencidkra vonatkozé altaldnositdsa az aldbbi lenne. Minden
szavazb megadja a sajat preferenciasorrendjét. Az x,y € A jeloltek sorrendjét a kozos dontésben asze-
rint hatarozzuk meg, hogy melyikiiket részesitette a szavazok tobbsége elonyben a masikkal szemben.
Condorcet marki 1785-ben adott példaja ramutat arra, hogy ez a mddszer nem miikédhet. Tegyiik
fel ugyanis, hogy harom jelolt van: A = {a,b,c}. Legyen a szavazok szdma is hérom, a kovetkezd
preferencidkkal :

(i) a=1b=1c,
(i) b>—20>—2a,
(i) c=3a>=3b,

ahol <; az i. szavazd rendezése A-n. T6bbségi szavazast alkalmazva, a-t elébbre kell rangsoroljuk b-nél,
hiszen a harombdl ketten el6bbre helyezték. Ugyanigy viszont b-t elobb kell tenniink c-nél, c-t pedig
a-nal, tehat végiil az a<b=<c=<a ellentmondésos sorrendhez jutnank.

A tobbségi szavazason és a Borda-pontozason kiviil szdmos més valasztasi rendszer is elképzelhetd,
mint pl. a kétfordulés valasztas, ahol a masodik forduloba az elsé forduléban legtébb szavazatot eléré
két jelolt jut tovabb. Ennél a mddszernél is kimutathatd azonban a taktikai manipuldlhatésag. A
fejezet f6 eredménye az lesz, hogy ez a jelenség altalaban véve kikiiszobolhetetlen.

Az Arrow-tétel

Megadunk egy formalis modellt. Legyen A az alternativak halmaza, és legyen L az A-n megadhaté
Osszes lehetséges rendezés. Adott n szavazd, az i. szavazo preferencidit az <; € L rendezés irja le: a>;b
hogyha elébbre rangsorolja a-t b-nél. Az F': L™ — L fliggvényt aggregacids szabalynak nevezzik:
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ez az n szavazoé sorrendjébol alakit ki egy kozos sorrendet. Az f : L™ — A fuggvény pedig valasztasi
szabdly, ez a sorrendek alapjan egyetlen jeloltet valaszt ki.

Az n szavazo éltal adott sorrendekbél &ll6 m = (<1,. .., <y, )-t egy valasztasi profilnak nevezzik.
Azt mondjuk, hogy az a,b € A lehet8ségeket a w és ' = (<], ..., <!) profilok azonosan rendezik,
ha minden i-re a=<;b < a<b.

Az F aggregécios szabdllyal kapcsolatban természetes elvarasnak tekinthetéek az alabbi tulajdon-
sagok.

(E) F egyhangt, ha tetszéleges < € L-re F(<,<,...,<) = <. Vagyis ha mindenki ugyanazt a
sorrendet valasztja, akkor ez legyen a konszenzus is.

(L) F fiiggetlen a lényegtelen alternativaktél, ha tetszéleges a, b € A alternativa kozos sorrendje
csak attol fiigg, hogy az egyes szavazoknal mi volt a és b sorrendje. Azaz ha a 7 és ' profilok
azonosan rendezik a-t és b-t, akkor a<b < a<’b, ahol < = F(m) és <’ = F(x').

(D) Az i. szavazét diktatornak nevezziik F-re nézve, ha mindig az 6 sorrendje lesz a kozos don-
tés, vagyis tetszbleges m = (<1,...,=<y) sorrendekre F(w) = <;. Ha van ilyen i, akkor F-et
diktataranak nevezziik, egyébként pedig diktator-mentesnek.

Ha 0Osszesen két alternativa van, akkor kénnyen lathaté hogy a tobbségi szavazasra mindegyik feltétel
teljesiil. Arrow klasszikus lehetetlenségi eredménye azonban kimondja, hogy tobb alternativa esetén
nem lehet Oket egyszerre kielégiteni.

4.10. tétel (Arrow, 1951). Legaldbb hdrom vdlasztdsi lehetéség (|A| > 3) esetén ha egy aggregdcids
szabdly egyhangt és fiiggetlen a lényegtelen alternativaktol, akkor diktatira.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy F' egyhangt és fiiggetlen a lényegtelen alternativaktol, vagyis rendelkezik
az (E) és (L) tulajdonsidgokkal. Vegyiik észre, hogy ezekbdl egybdl kovetkezik az aldbbi

(E’) Ha valamely a,b € A-ra a>;b minden i-re és < = F(<1,<a2,...,=<y), akkor a>b.

4.11. allitas. Ha valamely b alternativa m = (<1,...,=<p)-re minden <; sorrendben vagy a legelsd
vagy a legutolsd, akkor a < = F(m) sorrendet tekintve is vagy a legelsd, vagy a legutolso.

Bizonyitds. Indirekten tegyiik fel, hogy a>=b>c valamely a,c € A-ra. Legyen 7’ az a vélasztasi profil,
amit ugy kapunk m-bol, hogy mindegyik sorrendben a-t kozvetleniil ¢ moégé helyezziik. Mivel minden
<i-re b a legelsd vagy legutolsd, ezért m és ' azonosan rendezi a-t és b-t, illetve b-t és c-t. Ezért (L)
alapjan a>'b és b>'c. Ugyanakkor ¢>-'a is teljesiil (E’) miatt, ellentmondés. <&

Vegyiink most egy tetsz6leges 7 profilt és egy b € A jeloltet. Ebbél hozzuk létre a 77, j =0,...,n
profilokat az aldbbi médon. 7/-ben i < j esetén b-t <,;-ben a legelsé helyre hozzuk elére, i > j esetén
pedig a legutolséra. (E’) miatt az F(7°) sorrendben b a legutols6, F(7™)-ben pedig a legels6 lesz. Az
elézé 4llitas miatt b minden F(7/)-ben vagy elsé, vagy utolsé. Legyen £ a legkisebb olyan index, amire
b a legelsé F(r%)-ban. Vagyis amikor az £. szavazé az utolsé helyrdl az elsére viszi elére b-t, akkor a
koz6s dontésben is ugyanez jatszodik le. Belatjuk, hogy 6 diktator.

4.12. allitas. Tetszbleges 7' = (<,..., <) profilra és a,c # b-re az F(n') kézés dontésben a és ¢
sorrendje ugyanaz, mint <j-ben.

Bizonyitds. A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy a>jc. Médositsuk n’-t ©”-re gy, hogy ¢ < f-re b-t
a legelsd, i > f-re a legutols6 helyre tessziik <)-ben, <)-ben pedig helyezziik b-t kozvetleniil a mogé
(vagyis a>-7/b>/c). Legyen <" = F(n""). Vegyiik észre, hogy a és b ugyantigy van rendezve n”-ben mint
7t~ 1-ben, ezért (L) miatt a>"b, mivel b a legutolsé volt F(7*~1)-ben. Hasonléan, b és ¢ ugyantgy
van rendezve m”-ben mint 7¢-ben, ezért b>="c. A tranzitivitis miatt a>"c. Mivel a és ¢ ugyantgy van
rendezve 7'-ben és ”-ben, ezért ismét (L) miatt a>'c. &

4.13. allitas. Tetszéleges @' = (<),..., <) profilra és a # b-re a kozdos dontésben a és b sorrendje
ugyanaz, mint <j-ben.
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Bizonyitds. Valasszunk egy tetszéleges d # a, b-t. Ugyanazzal a konstrukcioval (b helyett d-vel) meg-
hatarozhatunk egy i indexet, amire igaz az, hogy minden 7’-re a és b sorrendJe F(r')-ben ugyanaz,
mint -<A—ne1 Azt kell csupén beldtnunk, hogy ¢ = ¢. Tegyiik fel, hogy ¢ #£ 0, és tekintsiik a w1 és

mt sorrendeket. Ezekben a és b sorrendje a /. vlaszténdl ugyanaz, F(n'~1)-ben és F(n!)-ben viszont

kiilénbo6zd, ami ellentmondés. &

Belattuk tehat, hogy az £. valaszto diktator. Vilagos az is, hogy nem lehet két kiillonbo6z6 diktator. [

A Gibbard-Satterthwaite tétel

Eddig aggregaciés szabalyokat vizsgaltunk; most hasonl6 lehetetlenségi eredményt mutatunk valasz-
tasi szabalyokra is. Legyen f egy védlasztasi szabdly. Azt mondjuk, hogy f taktikailag manipu-
lalhat6, ha van olyan 1 < i < n, # = (<1,...,=y,) vilasztdsi profil és <, € L rendezés, hogy

= (<1y..., =<}, ... <p)re a=<;d’, ahol a = f(w) és a’ = f(n'). Ez azt jelenti, hogy az i. szavazé a
gyOztes a-val szemben elényben részesiti az a'-t, és el tudja érni o’ megvalasztdsat gy, hogy a (va-
16s) <; preferencidi helyett egy mdsik <!-t kozol. Azt mondjuk, hogy f taktikazésbiztos, ha nem
manipulalhaté taktikailag.

Egy hasonlé — valéjaban azonos — fogalom: az f valasztési szabaly monoton, ha — az el6z6 definicié
jeloléseit haszndlva — a # a’-b6l kovetkezik hogy a’'<;a és a<la’. Vagyis ha az i. szavazd szavazatdval
modositani tudja a-rél a/-re a gybztest, akkor ehhez sajat sorrendjében az a’ és a kozti rendezésnek
meg kell fordulnia.

4.14. allitas. Az f wvdlasztdsi szabdly pontosan akkor monoton, ha taktikdzdsbiztos.

Bizonyitas. Vildgos, hogy ha monoton, akkor taktikdzasbiztos. Megforditva, tegyiik fel, hogy nem
monoton; belatjuk, hogy manipuldlhat6. Ha nem monoton, akkor a = f(7) és a’ = f(n'), a # d
esetén vagy a’>;a vagy a.a’. Az els6 esetben manipuldlhaté az eredeti jelolésekkel. A masodik esetben
forditva, az i. vélaszt6 gy tud manipuldlni, ha =}-rél viltoztatja >;-re a szavazatit. O

Egy f valasztési szabalyndl az i. szavazét diktatornak nevezziik, ha tetszéleges m = (<1,...,<p)
valasztési profil esetén f(m) az i. sorrend szerinti legelsé jelolt lesz. f diktatara, ha van diktator.

4.15. tétel (Gibbard 1973, Satterthwaite 1975). Ha f taktikdzdsbiztos szirjektiv valasztdsi szabdly és
|A| > 3, akkor f diktatira.

Ha |A| = 2, akkor a tobbségi szavazés taktikdzasbiztos. Szintén sziikséges feltétel, hogy f sziirjektiv
(vagyis mindegyik alternativa szerepel a lehetséges gy6ztesek kozt): az is taktikdzasbiztos ugyanis,
hogy egy rogzitett a € A-ra f(m) = a minden 7 esetén. A tételt a 4.10. tételre fogjuk visszavezetni.

Bevezetiink egy 14j jelolést: egy S C A halmazra és < € L rendezésre legyen <° az a rendezés,
hogy S elemeit el6re hozzuk. Vagyis a,b € S illetve a,b ¢ S esetekben a<%b < a=<b, ha pedig a € 9,
b¢ S, akkor a°b. Egy m = (<1,..., <) valasztasi profilra legyen 7% = (<¢,..., <),

Az f valasztasi szabdly segitségével definidlunk egy F' aggregacios szabalyt. A w valasztédsi profilra
F(r) = <-et a kovetkezé médon definialjuk: a<b pontosan akkor, ha f(m{®}) = b,

A 4.15. tétel bizonyitasa az aldbbi két lemmabdl kévetkezik :

4.16. lemma. Ha f taktikdzdsbiztos szirjektiv vdlasztdsi szabdly, akkor F egy aggregdcios szabdly.

Bizonyitds. Szikségiink lesz az aldbbi allitasra.

4.17. allitas. Tetszbleges m = (<1, ..., <n) vdlasztdsi profilra f(75) € S.

n) va-
lasztasi profil, amelyre f(n') = a. Cseréljiik ki elsé 1épésben <)-et <7-re, utdna <4)-t <35-re, stb. Azt
allitjuk, hogy mindegyik 1épésben f(7') € S, amibél kovetkezik az allitas, hiszen végiil 75-hez jutunk.

Indirekten tegyiik fel, hogy amikor </-t <¥-re valtoztatjuk, akkor f(7') = b ¢ S-re véltozik, és i a
legkisebb ilyen index. Ez azonban ellentmond a monotonicitdsnak, hiszen b-<;g a. &

Bizonyitds. Legyen a € S tetszbleges. Mivel f sziirjektiv, ezért létezik olyan 7' = (<},..., <!
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Azt kell belatnunk, hogy minden m = (<1,...,<y,)-re az f-bol definidlt < = F(7) egy rendezést
ad, vagyis dichotém és tranzitfv. Az dichotémia kovetkezik abbdl, hogy f(wi%) € {a,b}. A tranziti-
vitashoz tegyiik fel indirekten, hogy a<b<c<a; legyen S = {a,b,c}. Mivel f(7%) € S, a szimmetria
miatt feltehetjiikk hogy f(7%) = a. Azt allitjuk, hogy ekkor a>b, ami ellentmondést ad. Valéban, a
75 vélasztési profil elemeit egyenként cseréljiik le 7{%} elemeire. A montonicitdsbodl ismét kévetkezik,
hogy minden egyes csere utan f értéke a marad. O

4.18. lemma. Ha f diktdtormentes taktikdzdsbiztos sziirjektiv vdlasztdsi szabdly, akkor ' egyhangi,
a lényegtelen alternativiktol fiiggetlen és diktdtormentes aggregdcios szabdly.

Bizonyitds. Az egyhangusighoz legyen m = (<, ..., <). Tegyiik fel, hogy a<b; azt kell belatni, hogy
f(mtoby = b, Ez kévetkezik abbdl, hogy w1t = (nladh{b} &5 a 4.17. 4llitas alapjan f(m{®0hH {0} =p.

(L)-hez legyen a,b € A, m = (<1,...,=<p) és 7 = (<],...,=<]) olyan, hogy a<;b < a<.b. Azt
{a,b}

%

kell igazolni, hogy f(w{®%}) = f(z'{ab}). Ismét egyenként véltoztassuk meg a <
{a,b}
=i

preferencidkat

-re, és haszndaljuk a monotonicitast.

Végiil, ha az i. szavaz6 diktator lenne F-re nézve, akkor kdnnyen lathatéan f-re nézve is az volna.
O

Ezzel a 4.15. tétel bizonyitdsa befejez&dott, hiszan a 4.10. tétel éppen azt mondja ki, hogy |A| > 3
esetén nem létezhet ilyen aggregéacios szabaly.

Tobbségi osztalyozas

A fenti lehetetlenségi tételek olyan modellben érvényesek, ahol minden szavazé egy preferencia-sorrendet
ad meg. Elképzelhet azonban olyan valasztasi rendszer is, ahol a szavazok ,,osztalyozzak”, azaz vala-
milyen médon kategéridkba soroljak a jelolteket. Balinski és Laraki javasolta a kévetkezd, tobbségi
osztalyozas (majority judgement) elnevezésii modszert. Az alternativak halmazat tovabbra is A jelo-
li; legyen |A| = m. Adott ezen kiviil a lehetséges osztélyzatok egy R = {ry,r,...,r} halmaza, ahol
r1 a legrosszabb és 7 a legjobb osztélyzat. Példdul vehetjiik az R = {elégtelen, elégséges, kozepes, jo,
jeles} halmazt. Fontos, hogy az R halmazban 1évé osztalyzatok nem feltétleniil szamok, tehat bar R
rendezett halmaz, az osztalyzatok kozti kiillonbség nem feltétleniil szamszertisitheto.

Egy szavaz6 minden jeldltnek ad egy osztalyzatot, azaz szavazata egy R™-beli vektor. Szavazasi
profil alatt most egy M € R™*™ matrixot értiink, aminek a j-edik oszlopa a j-edik szavaz6 szavazata.
Az aggregéacios szabdly most egy F': R™*" — L fiiggvény.

Egy a € A alternativanak az M szavazasi profilhoz tartoz6 osztalyzat-profilja az az (a1, ..., ap)
vektor, amit gy kapunk, hogy az M matrix a-hoz tartozo6 soraban 1évo osztalyzatokat sorbarendezziik
a legrosszabbtdl a legjobbig. Pl. ha az M métrix a-hoz tartozé sora (kozepes, jeles, elégséges, jeles,
kozepes), akkor a-nak az osztélyzat-profilja (elégséges, kozepes, kozepes, jeles, jeles).

Adott 1 <i < [(n + 1)/2]-re azt mondjuk, hogy az a alternativa (n — i 4+ 1)/n-intervalluma az
(i, ap—it1] intervallum. Szemléletesen arrdl van sz6, hogy a szavazok (n — i+ 1)/n része a;-nél nem
rosszabb osztélyzatot adott, és szintén (n — i+ 1)/n résziik a;,—;41-nél nem jobbat. A fenti példédban,
ha az osztélyzat-profil (elégséges, kozepes, kozepes, jeles, jeles), akkor a kovetkezd intervallumokat
kapjuk:

— l-intervallum: [elégséges, jeles|;
— 4/5-intervallum: [kozepes, jeles];
— 3/5-intervallum: [kozepes, kozepes].

A Balinski és Laraki féle aggregaciés szabaly megadasahoz elészor megmutatjuk, hogyan hasonlitsunk
Ossze két alternativat. Legyen a és b a két alternativa. Tekintsiik a legnagyobb i szamot, amire a-nak
az (n — 1+ 1)/n-intervalluma nem egyezik meg b (n — ¢ + 1) /n-intervalluméval (ha mind megegyezik,
akkor pontosan ugyanolyan osztélyzatokat kaptak). Jelolje a-nak az (n—i-+1)/n-intervallumat [r, ],
b-nek az (n — i + 1)/n-intervallumat pedig [ry,ry]. Tudjuk, hogy s < t és s’ < ¢'. Akkor mondjuk,
hogy a jobb mint b, azaz a>b, ha a kévetkezd két lehetoség valamelyike teljesiil:
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1. s >4,
2. s=5ést>t.

Ha két alternativa pontosan ugyanolyan osztalyzatokat kap, akkor egy A-n el6re kisorsolt sorrend
szerint dontjik el, hogy melyiket tekintjiik jobbnak. Kénnyen ellenérizhetd, hogy az igy definialt <,
relaci6 egy rendezés az alternativakon, és igy megad egy aggregacios szabalyt: F(M) = <.

4.19. tétel (Balinski, Laraki). A fent definidlt F' aggregdcios szabdly rendelkezik a kivetkezd tulaj-
donsdgokkal :

— Anonimitds: A szavazds eredménye nem vdltozik, ha a szavazokat (azaz az M mdtriz oszlopait)
megcseréljik. (Vegyiik észre, hogy ez erdsebb, mint a diktdtormentesség)

— Semlegesség: Ha nincs két alternativa, aminek ugyanaz az osztdilyzat-profilja, akkor a szavazds
eredménye nem vdltozik, ha az M mdtrix sorait megcseréljik.

— Fiiggetlenség a lényegtelen alternativaktol: két alternativa eqymdshoz viszonyitott sorrendje
csak az & osztdlyzataiktol fiigg

— Egyhangisdag: Ha a és b alternativik kéozil minden szavazé legaldbb olyan jo szavazatot ad
a-nak mint b-nek, és valaki jobbat, akkor a szavazds eredményében a>b.

— Momnotonitds: Ha eqy szavazé megudltoztatja a-ra adott osztdlyzatdt eqy jobb osztdlyzatra, akkor
a nem kerilhet rosszabb helyre a szavazds eredményében.

Bizonyitds. Mind kénnyen latszik a definicidkbol. O

A tétel mutatja, hogy ha a szavazdk osztdlyozhatnak, akkor elkeriilheték az Arrow-tétel altal
fémjelzett problémék. Emogott az van, hogy az osztdlyozasra vonatkozo ,Fiiggetlenség a lényegtelen
alternativaktol” feltétel lényegesen gyengébb, mint a rendezésekre vonatkozé. Ugyanis mig osztalyo-
zasnal a két alternativa osztilyzatat fixaljuk, addig a rendezéseknél csak az egymashoz viszonyitott
sorrend fix.

4.3. Pénzalapti mechanizmustervezés

Az el6z6 fejezetben a jatékosok (valasztok) a kiilonbozé alternativik kozt egy sorrendet dllapithattak
meg. Ez azonban nem tudja kifejezni azt, hogy ,mennyivel” részesitik inkabb elényben egyik vagy
masik lehet6séget; vagy esetleg mindegy nekik, melyik valdsul meg. Kévetkezé modelliinkben nem
sorrend fog szerepelni, hanem minden lehet0ség megvaldsulasa valamilyen pénzben kifejezhet6 hasznot
fog jelenteni. Kezdjiik egy példaval, amiben egy aukcié lebonyolitasa a feladat.

4.3.1. Vickrey-arverések

Egy értékes targyat szeretnénk elarverezni. n érdekl6dd van, ezek koziil pontosan az egyik kaphatja
meg. Mindenki egyidejtiileg, lezart boritékban tehet arajanlatot, ezek alapjan dontjik el, kinek és
mennyiért adjuk oda. Az i. jatékos szamara a targy ¥; € R forintot ér; ha & kapja meg t forintért,
akkor a haszna 0; — ¢t (ami negativ is lehet); ha valaki mas kapja, akkor nulla a haszna. A ©; értéket
csak az i. jatékos ismeri; tehat a jaték nem is teljes informéciés. Vegyiik észre, hogy ez a jaték raadasul
nem is véges, hiszen S; = R mindegyik jatékosndl. Az i. jatékos licitjét v;-vel jeldljiik.

Két arverési mechanizmust vizsgalunk; mindkettében a legtobbet igér6 jatékos kapja meg a tar-
gyat. (Ha tobb ilyen van, akkor pl. az ABC-ben utolsé nyer.) A legmagasabb &ras viltozatban
annyit kell fizetnie, amennyit licitalt; a masodik aras vagy méas néven Vickrey-arverésben pedig a
masodik legnagyobb licit értékét kell kifizetnie.

Minden jatékos stratégidja a licit értékével jellemezhetd, azaz S; = Ry (vagy Z4, ha csak egész
értéket lehet mondani). Vilagos, hogy egyik arverési mechanizmusban sem érdemes 0;-nél magasabbat
licitalni. A legmagasabb aras valtozatban érdemes lehet 9;-nél kisebb szdmot mondani, hiszen ha mi
nyeriink, akkor az a cél, hogy minél kevesebbel mondjunk tébbet, mint a mésodik legjobb licit. Mivel
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azonban nem ismerjiikk a tobbi licitet, csak tippelgetni tudunk, és lehet, hogy véletlen alamegyiink a
masodiknak, igy mégsem mi nyeriink. A kovetkezd allitas azt mutatja, hogy a masodik dras valtozatban
a valos 0; értéket érdemes licitalni, fiiggetlentl a tobbiek értékeirol alkotott elképzeléseinktol.

4.20. allitas. A mdsodik dras jdatékban v; = U; az i. jdtékos egyértelmi domindns stratégidja.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a tobbi jatékos licitjei koziil z a legnagyobb érték. Ha z > ¥;, akkor
ugysem lett volna esélyiink hasznot elérni, hiszen van, akinek 0;-nél tobbet ér a targy. Ha 9; > z, akkor
;-t licitalva ©; —z nyereséget ériink el, ennél tébbet pedig semmilyen licittel nem tudunk. Osszefoglalva:
z értékétdl fuggetleniil tetszlleges v; # 0; esetén mindig legalabb annyi lenne a nyereségiink o;-t
licitdlva, mint v;-t, és van olyan szitudcié, amikor kifejezetten jobban jarnank o; licittel. Vagyis o;
valéban dominans stratégia. O

Az altaldnos modellben adott alternativiknak egy A halmaza, ami drveréseknél a targyak lehetséges
szétosztasainak felel meg (de nincs benne az, hogy ki mennyit fizet). Az i. jatékosnak adott egy
0; + A — R értékelési fiiggvénye, ami azt fejezi ki, hogy az a € A lehet6ség megvaldsulasa mennyi
hasznot (vagy kért) hoz az illetének. Megengedjiik tovabba, hogy a mechanizmus valamennyi pénzt
kérjen a jatékosoktol (vagy adjon nekik). A jatékos haszna az értékelési fiiggvényének és a t6le beszedett
pénznek a kiilonbsége lesz. A fenti Vickrey-arverésnél az alternativik A halmaza azonos a jatékosok
halmazaval, mivel egy kimenetel annak felel meg, hogy ki kapja meg a targyat. Ha a # i, akkor
0;(a) = 0, ha pedig a = i, akkor 9;(i) a targy tényleges értéke az i. jatékos szamara. Késébb olyan
valtozatat is nézziik majd a Vickrey arverésnek, ahol az is egy lehetséges kimenetel, hogy senki sem
kapja meg a targyat.

Legyen S; az i. jatékos lehetséges v; értékelési fliggvényeinek halmaza (ez lehet az 6sszes A — R
fiiggvény, vagy ennek barmely olyan részhalmaza, ami tartalmazza 0;-t), és legyen S = S7 X Sy X ... X
X Sp. Mechanizmus alatt egy M = (f,p1,...,pp) fliggvény (n + 1)-est értiink, ahol f : S — A egy
kimenetel-fiiggvény, p; : S — R pedig az i. jatékos altal fizetend6 Osszeg. Mivel az i. jatékos valodi
értékelési fiiggvénye 0; € S;, v € S esetén az i. jatékos nyeresége

ui(v) = 0i(f(v)) = pi(v).

Rogzitett M mechanizmus tehat egy n szereplds jatékot definidl. A stratégidk az értékelési fiiggvények:
minden jatékos nyilatkozik a sajat értékelési fliggvényérol, de nem feltétleniill mond igazat. A valdédi
0; értékelési fliggvényét csak 6 tudja; az altala mondott v; € S; értékelési fliggvény ettol kiillonbozhet,
a nyereségében azonban ¥; is megjelenik.

pozitiv szdmmal, a licitjével tudjuk egyértelmiien leirni. A kimenetel-fliggvény: f(v) = a arra az a.
jatékosra, aki a legnagyobb v; értéket mondja. A fizetendd osszegek: p;(v) = 0 ha i # a, p,(v) pedig
a masodik legnagyobb licit értéke. (T6bb azonos legnagyobb licit esetén tetszélegesen, pl. egy elére
rogzitett sorrend szerint valasztunk gy&ztest; a nyeresége viszont 0 lesz, mivel a masodik legnagyobb
licit is ugyanannyi, mint az 6vé.)

A 4.20. allitasban lattuk, hogy az i. jatékos egyértelmi{i dominans stratégidja v;. Ezt altalanositva,
egy M mechanizmus taktikazasbiztos, hogyha minden jatékosnak a valédi értékelési fiiggvénye do-
minans stratégiaja. Képlettel felirva: u;(0;, v_;) > u;(v), barmely v € S értékelési fliggvényekre (mint
kordbban, v_; a v1,v2,...,0i—1,Vit1,. ..,V vektort jeloli).

Ezt a jelolést kissé megvaltoztatva, ekvivalensen a kovetkez6 formaban irhatjuk fel. Legyen ¢ =
= f(0;,v_;) és a’ = f(v). Ekkor

(@) — pi(0i,v—i) > 0i(a’) — pi(v). (8)
A definicié azt fejezi ki, hogy fiiggetleniil attdl, hogy egy jatékos mit tud, sejt vagy spekuldl a
tobbi jatékos értékelési fliggvényérol, neki mindig az a legjobb valasztasa, hogy elarulja a sajat valodi

fliggvényét.
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4.3.2. Vickrey-Clarke-Groves mechanizmusok

Az eléz6 fejezet lehetetlenségi eredményeivel ellentétesen, megadjuk taktikazasbiztos mechanizmusok
egy altalanos osztalyat.

4.21. definicié. M = (f,p1,...,pn)-t Vickrey-Clarke-Groves (VCG) mechanizmusnak nevez-
ziik, ha teljesiilnek az aldbbiak.

— f(v1,...,v,) € argmax,c 4 >_; vi(a), vagyis olyan alternativat vilasztunk, amely maximalizalja
a jatékosok Osszértékét.

— Legyenek hq,...,h, rogzitett fiiggvények, gy hogy h; : S_; — R (vagyis h; nem fiigg v;-t6l).
Ekkor minden v = (v1,...,v,) € S-re

pi(v) = hi(v—i) = > _vi(f(v)).
J#

4.22. tétel (Vickrey, Clarke, Groves, 1973). Minden VCG-mechanizmus taktikdzdsbiztos.

Bizonyitds. Belatjuk, hogy (8) teljesiil; hasznaljuk az ottani a és o’ jeloléseket. Adott i-re a baloldal
értéke 0;(a) + -, 2;v5(a) — hi(v—;), a jobboldal pedig 0;(a’) + 3", vj(a’) — hi(v_;). A definici6 els6
része miatt @ € argmax ¢ 4(0i(a) + 3,4 vi(a)), tehdt 0;(a) + 35,4, v5(a) > i(a’) + 30,4 vi(a). O

Tegyiik most fel, hogy a jatékban minden valédi hasznossdg nemnegativ: ©; > 0. Azt mondjuk,
hogy a jaték veszteségmentes, ha a valdédi értékelési fiiggvényt bevalld jatékosoknak sosem kell
tobbet fizetni a hasznossdguknal. Tovabbi természetes kivanalom a szubvenciémentesség, hogy a
mechanizmus senkinek se fizessen pénzt, azaz p; > 0.

A Clarke-szabaly a kévetkezd h; fliggvényt definidlja. Legyen

hi(v_;) = max Z vj(a), 9)

ami azt fejezi ki, hogy mennyi az i. jatékos kihagyédsaval elérhetd legnagyobb hasznossdg. A definici-
60kbél azonnal lathato:

4.23. tétel. Nemnegativ hasznossigok esetén a Clarke-szabdllyal definialt VCG-mechanizmus veszteség-
és szubvenciomentes.

A 4.3.1. fejezetben latott Vickrey-arverés éppen egy ilyen tipusi mechanizmus. Ekkor
A = {az i. jatékos nyer | 1 <i < n}.

A VCG-mechanizmus definici6javal 6sszhangban, az az a jatékos nyer, aki a legtobbet igéri, ugyanis
a € A-ra Y vi(a) =vg(a) = wq.

Vegyiik észre, hogy ha i # a, akkor hi(v_;) = 3_,; f(a) = wa, vagyis p;(v) = 0 — aki nem nyert,
annak nem is kell fizetnie. Ha pedig i = a, akkor 3=, ., f(a) = 0, tehdt pa(v_q) = ha(v_a), és ez éppen
a masodik legnagyobb w; értékkel lesz egyenld.

4.24. feladat. Tegyiik fel, hogy nem egy, hanem k egyforma targyat szeretnénk arverezni. Mindenki
legfeljebb egyet szeretne megszerezni. Bizonyitsuk be, hogy a Clarke-szabéallyal a VCG mechanizmus
a k legnagyobb drat igérd jatékosnak ad egy-egy példdnyt, és mindannyiuknak a (k 4 1). legnagyobb
arat kell kifizetni!

A Clarke-szabalynél hasznalt v; > 0 feltevés sok esetben nem &ll fenn. Ilyen esetekben is hasznalhat-
juk azonban a (9) definiciét.

A forditott arverés feladatban egy szolgédltatast szeretne megvasarolni valaki. n szolgaltatd tesz
arajanlatot, ezek koziil valaszt egyet. Az i. szolgaltatd koltsége w; ; ha t aron bizzak meg a szolgaltatas
elvégzésével, akkor a haszna t — w;, ha pedig nem &t bizzak meg, akkor 0. A Clarke-szabaly altal adott
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mechanizmusban a legolcsébb arajanlatot kell valasztanunk, és ennek az ajanlattevének a masodik
legkisebb arat kell kifizetni.

A kétoldalu keresekedelemben két jatékos vesz részt, a vevd és az eladd. Az eladé altal felkindlt
targy szaméra b, a vev szamara a Osszeget ér. A jaték két lehetséges kimenetele az, hogy kotnek (k),
vagy pedig nem kotnek iizletet (£). Uzletkotés esetén tehdt a vevd nyeresége vi(k) = a, az elad6é
vo(k) = —b. Elvarjuk azt is, hogy ha nem kotnek iizletet, akkor nincs nyereségiik vagy veszteségiik:
v1(¢) = v2(¢) = 0, és nem is kell egyikiitknek sem fizetni. VCG-mechanizmusban akkor kell az iizletko-
tést valasztani, ha a > b. Abbdl a feltételbdl, hogy az lizlet meg nem kotése esetén nincsen kifizetés,
kovetkezik, hogy a hy és he fliggvények azonosan nullak. Vagyis az iizlet megkotése esetén az eladénak
a-t kell kapnia, a vevének pedig b-t fizetnie. Az egyetlen VCG mechanizmusban tehat valahonnan
kiviilrol a — b 6sszeggel tamogatni kell a tranzakcidt, ami irredlissa teszi az alkalmazhatésagot ebben
a szituaciéban.

Egy masik példa, ahol kiils6é tdmogatasra van sziikség a k6zOsségi épitkezés esete. Tegyiik fel,
hogy egy n — 1 lakost varos szeretne belefogni egy vallalkozasba, példdul egy metrd vagy egy iskola
megépitésébe. Ennek koltsége C, és az i. lakos szamara a hasznossaga v;. Negativ v; azt jelenti, hogy az
illet6 szamara kart okoz a létesitmény. Vegylink hozza egy fiktiv n. jatékost, aki a kozosséget jelképeszi,
és haszna —C' ha épitkeznek, egyébként 0. A VCG mechanizmusban akkor valasztjak az épitkezést, ha

?:_11 v; > C. A Clarke-szabalyt alkalmazva épitkezés esetén az i. jatékosnak akkor kell fizetnie, ha
vi >0, és 3 ,,,v; <C, vagyis az 6 haszndt figyelmen kiviil hagyva mar nem érné meg épitkezni. Ekkor
pi = C'—=3_;4; vi-t kell fizetnie. Hasonléan, ha az épitkezés ellen dontenek, akkor az i. jatékosnak v; < 0
és > ;2;vi > C esetén kell fizetnie, vagyis ha az & szavazataval hiusult meg az épitkezés; buintetése
pi = 2.2 vi — C. Konnyen elképzelhetd olyan szitudcid tehat, amikor egy ember véleménye miatt sem
kell médositani a dontést; ekkor a mechanizmus szerint senkit6l nem szedhetiink pénzt.

Szponzoralt keresés. A VCG mechanizmus egy érdekes alkalmazéasa az online keresési feliileteken
a szponzoralt taldlatok elhelyezése; ezt nevezziik szponzoralt keresési arverésnek. Tegyiik fel, hogy a
keresési eredményeket mutaté weblapon k hirdetési hely van, amik nem egyforman feltinéek: annak
a valésziniisége, hogy a felhasznald a j-edik helyen elhelyezett hirdetésre kattint, ;. Feltessziik, hogy
) > ag > ... > ap. Adott n cég, akik arra licitalnak, hogy ha egy adott kulcsszavt keresés bejon,
akkor az egyik hirdetési helyen az ¢ hirdetésiik szerepeljen. (Természetesen ezt nem ugy kell elképzelni,
hogy minden egyes keresésnél ténylegesen lezajlik egy ilyen licitalds; a liciteket algoritmusok hatarozzak
meg a cégek altal megadott preferencidk alapjan).

A lehetséges kimenetelek tehat a parositdsok cégek és hirdetési helyek kozott. Feltessziik, hogy
minden cég szamara a hirdetési helyek értéke a kattintasi valdszintiségekkel ardnyos. Tehat az i-edik
cég tényleges értékelési fiiggvénye a j-edik helyhez a;d; értéket rendel, valamilyen 9; € R’} értékre.
Hasonléan, az i-edik jatékos 5; stratégia-halmazaban is csak ilyen értékelési fliggvények vannak, tehét
a jatékos egy v; értéket licitdl, és a j-edik helyhez tartozoé licitje ojv;.

Nézziik, milyen arverést ad erre a feladatra a VCG mechanizmus. Azt a kimenetelt kell vilaszta-
nunk, amelyiknek 6ssz-értéke a legnagyobb. Kénnyen lathatd, hogy ezt gy kapjuk, hogy a j-edik hir-
detési helyet a j-edik legnagyobb licitet ad6 cégnek adjuk. A fizetendd dsszegek kiszamolasahoz az egy-
szerlség kedvéért tegyiik fel, hogy a licitek eleve csokkend sorrendben vannak, azaz v1 > v > ... > vp.
A Clarke-szabaly szerint az i-edik jatékos altal fizetendd Osszeg maxaeca 3_ ;4 vj(a) — 22,2 v;(f(v)). A
masodik Osszeg Zje[k]—i a;v;. Az elsé Osszeg kiszdmoldsahoz azt kell észrevenni, hogy most a v; kivé-
i—1
j=1 QU+
+ Z?:i a;vjy1. Azt kaptuk, hogy p;(v) = Z?:i vj+1(aj — ajy1), ahol az agqq = 0 jel6lést hasznéljuk.

telével kell a liciteket sorrendben a hirdetési helyekhez rendelni, igy maxaea 3_;; vi(a) =

4.25. megjegyzés. A gyakorlatban a fizetés dltalaban gy valosul meg, hogy a cégek ténylegesen csak
akkor fizetnek, ha a felhasznalé a hirdetésiikre klikkel. Hogy atlagban kij6jjon a fenti 6sszeg, az i-edik
jatékosnak klikkenként Z?:i vj+1(oj — 1)/t kell fizetnie. Persze itt feltettiik, hogy a felhasznalok
«; valoszintiséggel klikkelnek, fliggetleniil attol, hogy mi szerepel a hirdetésen.

4.3.3. Hatizsak-arverés

A hétizsdk-arverés a hatizsak-feladat arveréses valtozata. Osszesen b mennyiségli eréforras 4ll ren-
delkezére, erre licitdlnak a jatékosok. Az i-edik jatékos eréforras-igénye a;. A feladat eldénteni, hogy
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kiknek az eroforras-igényét teljesitsiik, és mennyit fizessenek. Ilyen jellegli arverések el6fordulnak pél-
déul rekldmido-értékesitésnél, szerverek bérbeadasanal, vagy szuperszamitogépek processzor-idejének
a beosztasanil.

A hatizsdk-arverésre alkalmazhatjuk a VCG-mechanizmust. Ekkor f(v) optimdlis megoldédsa lesz
a hatizsékfeladatnak a; stlyokkal és v; értékekkel. Tekintsiik ugy, hogy f(v) C [n], azaz f(v) a jaté-
kosoknak az a részhalmaza, akiknek teljesitjiik az er6forras-igényét v licitek esetén. A Clarke-szabaly
szerint ha i ¢ f(v), akkor p;(v) = 0, ha pedig i € f(v), akkor

pi(v) = max Zvjxj :x e {0,1}", Zajacj <b,— Z v;.

J#i J#i Jjef(v)—i

Ez a mechanizmus taktikdzasbiztos, veszteségmentes és szubvencidmentes. Azonban a hétizsak-
feladatot NP-nehéz megoldani, tigyhogy sok jatékos esetén problémas lehet. Felmeriil a kérdés, hogy
ha van egy kozelité algoritmusunk a hétizsakfeladatra, abbdl tudunk-e hasonldéan jé tulajdonsagu
mechanizmust alkotni. Az dertl ki, hogy ha a kozelité algoritmusunk az aldbb definidlt értelemben
monoton, akkor igen!

4.26. definicié. A hétizsak-arverésnél egy f kimenetel-fliggvény monoton, ha tetszlleges i-re és
v € S-re teljesiil a kovetkezd: ha i € f(v) és v] > v;, akkor ¢ € f(v],v_;).

4.27. tétel. Ha f monoton kimenetel-fiigguény, akkor a kovetkezd mechanizmus taktikdzdsbiztos, vesz-
teségmentes és szubvenciomentes: p;(v) legyen 0, ha i ¢ f(v), egyébként pedig az infimuma azoknak a
v} értékeknek, amikre i € f(v,v_;).

Bizonyitds. A szubvenciémentesség és veszteségmentesség nyilvanvalé a definiciébdl. A taktikézés-
biztossdghoz elszor nézziik azt az esetet, amikor ¢ ¢ f(0;,v_;), azaz u;(0;,v_;) = 0. Legyen (; az
infimuma azoknak a v} értékeknek, amikre i € f(v},v_;). A monotonitds miatt 3; > 0;. Ha az i-edik
jatékos B;-nél kevesebbet licitdl, akkor a haszna 0, ha pedig tobbet, akkor (;-t fizet, tehat a haszna
v — B <0.

Tegytik fel most, hogy i € f(9;,v_;). Mivel barmilyen olyan v licitre, amire i € f(v},v_;), ugyan-
annyit fizet, ilyennel nem jar jobban. Ha pedig i ¢ f(v},v_;), akkor a haszna 0, amivel szintén nem
jar jobban. O

Tudunk-e olyan kozelité algoritmust adni a hatizsak-feladatra, ami monoton kimenetel-fiiggvényt
definial? Az aldbbiakban megadunk egy ilyen 2-kozelitést. Feltessziik, hogy minden a; < b minden
i-re. Igazabdl két mohé algoritmust adunk meg:

1. rakjuk sorba a jatékosokat v;/a; szerint csokkend sorrendben, és teljesitsiik sorrendben az eré-
forras-igényeiket. Legyen fi(v) az ebbdl kapott kimenetel-fiiggvény.

2. rakjuk sorba a jatékosokat v; szerint csokkend sorrendben, és teljesitsiik sorrendben az eréfor-
ras-igényeiket. Legyen fo(v) az ebbdl kapott kimenetel-fiiggvény.

Konnyfi latni, hogy f1 és fo is monoton; s6t, fi(v) és f2(v) sem valtozik, ha egy benne szerepld i indexre
noveljilk v;-t. Legyen f(v) a nagyobb Osszértéket adé az fi(v) és fa(v) kozil; igy f(v) is monoton
(mert ha i benne van fi(v) és fa(v) koziil a nagyobb osszértékiiben, akkor v;-t novelve is ugyanaz
marad a nagyobb Osszértékil). Ahhoz, hogy a 2-kozelitést bizonyitsuk, figyeljiikk meg, hogy a hatizsik-
feladat optimumara fels6é korlat az LP-relaxacié optimuma, amit moho algoritmussal kiszamolhatunk:
sorbarakjuk a jatékosokat v;/a; szerint csokkend sorrendben, és ebben a sorrendben teljesitjik az
er6forras-igényeiket. Mivel itt tort megoldds is megengedett, az utols6 még beférd jatékosnak lehet
hogy csak részben teljesitjiikk az eréforras-igényét. Legyen i(v) az utolsé (részben) beféré jatékos,
és legyen F'(v) a tobbi beférd jatékos halmaza. Ekkor egyrészt 3 ,cr ) Vi = Dicp(y) Vi, masrészt
Dicfa(v) Vi = Vi(w), t€hdt 237, ry Vi = D icp) Vi + Vi(v), ami legaldbb annyi mint az LP-relaxaci6
optimuma.
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4.3.4. Altaldnositott Vickrey arverés

Ha tobb targyat is arvereziink, akkor egy lehet6ség, hogy kiilon-kiilon Vickrey arveréseket rendeziink
mindegyikre. Ez azonban feltételezi, hogy a jatékosok értékelése a kiillonbo6z6 targyakra egyszertien
Osszeadddik ha tobb targyat szereznek meg. Ez sok esetben nem redlis: eléfordulhat hogy két targy
egymas nélkiil nem hasznélhaté, ezért kiilon-kiilon kevesebbet érnek; de a masik irdnyt egyenlotlenség
is gyakori: tobb targynak kb. ugyanaz a funkcidja, ezért csak az egyikiiket akarjuk megvenni, tébbet
felesleges.

Hogy ezeket az altalanosabb preferencidkat is kezelni tudjuk, agy vessziik, hogy minden jatékosnak
a targyak Osszes lehetséges részhalmazara van egy értékelése, ami azt fejezi ki, hogy mennyit ér neki,
ha pontosan azt a részhalmazt kapja. Formalisan legyen B a tirgyak halmaza, S; legyen 28 — R,
halmazfliggvények egy halmaza, 0; pedig egy konkrét halmazfiiggvény S;-bél, az i. jatékos tényleges
értékelés-fiiggvénye. A jaték lehetséges kimenetelei a rendezett (Cy,...,C,) részparticiéi B-nek: az
1. jatékos a Ci-beli targyakat kapja. Itt megengedjiik, hogy egyes C; halmazok iiresek legyenek, azaz
bizonyos jatékosok ne kapjanak semmit. Nézziik meg, hogyan miikédik a VCG mechanizmus a Clarke-
szabéallyal ebben az esetben.

Adott v € S-re f(v1,...,vy) € argmax,c 4 »_; vi(a), azaz egy olyan (C1(v), ..., Cy(v)) részparticiét
valasztunk, ami az osszes X1, ..., X, részparticié koziil a legnagyobb >, v;(X;) értéket adja. Sajnos
egy ilyen részparticié megtaldldsa NP-nehéz feladat, de ezzel most nem foglalkozunk. A jatékosok altal
fizetendd sszeg meghatarozasihoz vezessiik be a kovetkezd jelolést: X C B és i € [n] esetén

v_;(X) = max Zvj (X;) - {X;}ji részparticiéja X-nek
JF

Ezzel a jeloléssel a kovetkezo képletet kapjuk:
pi(v) = v—i(B) —v—i(B\ Ci(v)).
Az i. jatékos nyeresége tehdt:
ui(v) = 05(Ci(v)) — v—i(B) + v—i(B \ Ci(v)).

Koénnyen lathatd, hogy itt teljesiil a veszteség-mentesség és a szubvencio-mentesség.

Mivel ez VCG mechanizmus, a kordbban bizonyitott tétel szerint taktikazasbiztos is. Ennek ellenére
két komoly probléma is van vele, a fent emlitett NP-nehézségen kiviil, amik miatt a gyakorlatban nem
tal népszerli. Az egyik, hogy kénnyi olyan példdkat mutatni, ahol a vevék joval kevesebbet fizetnek,
mint amennyit a targyak szamukra érnek; emiatt a mechanizmus az arverés rendezéje szempontjabol
nem tlinik idedlisnak. A maésik probléma talan még kritikusabb, mert a taktikézas-biztossagot kérds-
jelezi meg: egy vevo jol jarhat, ha tobb alnév alatt licitdl. Nézziink erre egy példat: 2 jatékos van, és
két targy. Az elsd jatékos a targyakat egyenként 3-ra, egyiitt 6-ra értékeli, mig a masodik egyenként
2-re, egyiitt 5-re. Ha mindketten a sajat értékelésiiket mondjak, akkor az els6 jatékos kapja mindkét
targyat, és az dltala fizetendd Gsszeg

'UQ(B) - UQ(B \ C’l(v)) =5—-0=>5.

Ha azonban két kiilon személyként jelentkezik be az arverésre, és mindketté nevében 3-at licitél kiilon-
kiilon mindkét targyra, akkor az egyik targyat az egyik, a masikat a masik személyként kapja meg, és
egyenként a fizetendd Osszeg

v—i(B) —v_i(B\ Ci(v)) =5 -3 =2,

tehat az elsé jatékos Gsszesen 4-et fizet.

Szerencsére van egy feltétel, ami sok arverési szituacidban természetes, és biztositja, hogy ne érje
meg al-licitdlokkal manipuldlni. Emlékeztetdiil, egy b : 28 — R halmazfiiggvény szubmoduléris, ha
b(Xl) + b(XQ) > b(Xl N XQ) + b(Xl U Xz) minden X1, X5 C B-re.
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4.28. tétel. Ha a v_; halmazfiiggvény szubmoduldris, akkor azi. jatékosnak nem érdemes tibb személy
nevében licitdlni az dltaldnositott Vickrey drverésen.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az i. jitékos k > 1 személy nevében licital, és v}, ..., vF értékelés-
fliggvényeket mond be. Belatjuk, hogy jobban jar, ha a sajat ©; értékelését hasznalja. Bevezetjik

a v~ (j € [k]) halmazfiiggvényeket a

v (X) = max {Z vs(Xs) + Z VH(XTE) + {Xs}spi U { X[}y vészparticidja X—nek}
SF£1 t#£j

definicidval.
Az al-jatékosos jatékban egy Ci,.. .,C’il, .. .,C’f’, ..., Cy részparticiot kapunk; legyen C' = C7 U
U...UC;_1 U1 U...UC,.

Az i. jatékos haszna
k

%(B\ C) — Zv—ﬂ +3 v (BN CY).

j=1

Vegyiik észre, hogy v=/(B \ C’f ) = v-i(C) + X4z vi(C}) a részparticié optimalis valasztdsa miatt.
Masrészt v~ (B) > v_i(CUCY) +3 145 VH(CY). Igy az i. jatékos haszna, ha dlneveket hasznal, legfeljebb

k
3(B\ C) + kv_y(C) = S v_y(CUCY).
7j=1

Most nézziik azt a jatékot, ahol az i. jatékos a sajat 0; értékelését hasznalja. Legyen a mechanizmus
altal vilasztott particié C1,...,Cy. Az i. jatékos nyeresége

N

9(Ci) —v_i(B) + v—i(B\ Cy).

A Cy,...,C, partici6 optimalitasa miatt 9;(C;) +v_;(B\ C;) > (B \ C) +v_;(C), igy az i. jatékos
nyeresége legalabb
QA)Z(B \ C) + U_i(C) — U_Z‘(B).

A tétel innen kovetkezik abbdl, hogy v_; szubmodularitdsa miatt

k
(k= 1)v_i(C) +v_i(B) < Y v_(CUCY).
j=1

4.3.5. Optimalis arverések

Térjink vissza a sima Vickrey arverés témajahoz, ahol egyetlen targyat szeretnénk elarverezni, azonban
most nézziikk az arverés hasznat az eladd szemszogébol! 0 nyilvan szeretne minél nagyobb bevételt
elérni, tehat neki az a j6, ha az eladasi ar magas. Tegyiik fel az egyszertiség kedvéért, hogy két vevé van,
és a 01, 0y értékelésiiket egyméastol fiiggetlentil, egyenletes eloszlassal valasztjuk a (0,1) intervallumbél.

4.29. allitas. Ha a vevdk a valodi értékelésiiket licitaljak, akkor a Vickrey drverés szabdlyai szerint az
eladdsi ar varhaté értéke 1/3.

Bizonyitds. Az eladdsi d&r min{vy,ve}. Egy adott ¢ € (0,1) szdmra annak a valdszintisége, hogy
min{vy, v} > t, kénnyen ldthatéan (1 —¢)2. A varhat6 értékre vonatkozé képlet alapjén

E(min{vy,ve}) = /01 Pr(min{vy,vo} > t)dt = /1(1 —t)2dt = é

0
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Lehet-e egy taktikdzasbiztos mechanizmussal ennél nagyobb varhaté bevételt elérni? A valasz igen,
s6t, bizonyos értelemben meg tudjuk adni az optimalis mechanizmust. Ehhez csak kicsit kell valtoztatni
a Vickrey arverésen. A félretételi aras Vickrey arverés a kovetkezOképpen miikodik. Rogzitiink
elre egy r félretételi arat (reservation price). Ha a legnagyobb licit kisebb mint r, akkor senkinek
sem adjuk el a targyat. Ha a legnagyobb licit legalabb r, akkor a nagyobb ajanlatot tevének adjuk
el, az ar pedig a kisebb ajanlat és r maximuma. Vegyiik észre, hogy ez olyan, mintha maga az eladd
r-et licitdlna egy normal Vickrey-arverésen. Ebbol kévetkezik a taktikazasbiztossag is, hiszen a vevok
szempontjabdl ez ugyanolyan, mint egy Vickrey arverés. Azaz feltehetjiik, hogy a jatékosok itt is a
valodi értékelésiiket licitaljak.

4.30. allitas. Az % félretételi aras Vickrey drverésnél az eladdsi dr varhaté értéke 5/12.
Bizonyitas. Harom esetet kiilonboztetiink meg.
~ Ha max{vi,v2} < %, akkor az eladasi 4r 0. Ennek valészinfisége 1/4.

— Ha min{v;,v2} > %, akkor az eladési ar varhat6 értéke 2/3 (ez ugyanigy szamolhaté ki, mint az
eldzé allitdasnél). Ennek valoszintisége is 1/4.

~ A harmadik eset, ha max{vy,v2} > 3, és min{vy,v2} < 3. Ekkor az eladési 4r a szabalyok szerint
pontosan % Ennek az esetnek a valészintisége 1/2.

A vérhato érték tehdt: 1.2 +1.1 =23, O

Most megmutatjuk, hogy ennél nagyobb varhaté bevételt nem lehet elérni, és altaldnositjuk is az
eredményt. A tovabbiakban a jatékosok szdma barmilyen n szam lehet.

4.31. tétel (Myerson, 1981). Egy veszteségmentes és szubvenciémentes mechanizmus az drverési fel-
adatra pontosan akkor taktikdzdsbiztos, ha minden i-re, és v_;-t bdrhogy régzitve,

i) Ha az i-edik jatékos egy v; licittel megkapja a targyat, akkor nagyobb licit esetén is.

it) Legyen « az infimuma azoknak a v; liciteknek, amikre i kapja a tdargyat. Ha egy v; licitnél i kapja
a targyat, akkor p;(vi,v_;) = «, egyébként pedig p;(v;,v_;) = 0.

Bizonyitds. Az, hogy a feltételek teljesiilése esetén a mechanizmus taktikdzasbiztos, ugyantugy lathato,
mint a Vickrey aukciéndl. Tegyiik fel, hogy i) nem teljesiil, azaz létezik v_; és v; < v}, hogy v; licit
esetén ¢ nyer, v} licit esetén viszont nem. Nézziik azt az esetet, amikor ©; = v]. A taktikdzasbiztossdg
miatt p;(vi,v_;) > 0; = v} > v;, ez viszont ellentmond a veszteségmentességnek.

Most belatjuk, hogy ii) is teljesiil. Legyen 8 = inf{p;(v;,v—;) : v; licit mellett ¢ kapja a targyat}.
A taktikdzasbiztossidg miatt p;(v;,v—;) = § minden olyan v;-re, amire i kapja a targyat. Masrészt a
veszteségmentesség miatt § < a. Ha 8 < «, akkor 8 < 0; < « esetén érdemes lenne 0;-nél nagyob-
bat licitdlni hogy megkapjuk a targyat, ellentmondasban a taktikdzasbiztossaggal. Azt kaptuk tehat,
hogy 8 = «, azaz ii) els6 fele teljesiil. Az allitds masodik fele trividlis: ha ¢ a v; licittel nem kapja
meg a targyat, akkor a veszteségmentesség miatt p;(v;, v_;) < 0, a szubvencié-mentesség miatt pedig
pi(vi,v_i) Z 0. [

Az aldbbiakban Myerson optimalis arverési tételének azt a specidlis esetét mondjuk ki és bizonyit-
juk, ahol a jatékosok értékelései fiiggetlen v; valdsziniiségi valtozok a (0,1) intervallumbél. Feltessziik,
hogy az eloszlasoknak van stliriiség-fliggvénye, és hogy az arverez6 ismeri ezeket az eloszlasokat. Jelol-
jik Fj-vel az i-edik jatékos értékelésének az eloszlas-fiiggvényét, f;-vel pedig a strtiség-fiiggvényét, és

legyen L F®
gi(t) =1 — T(tz)

4.32. tétel (Myerson, 1981). Tetszdleges veszteségmentes, szubvenciomentes és taktikdzdsbiztos me-
chanizmus esetén, ha a jdtékosok a valddi értékelésiiket licitdljdk, a vdrhatd profit

E(¢i(v;) : 1 kapja a tdrgyat).
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Bizonyitds. Elészor nézzilk az i-edik jatékos altal varhatéan fizetett Gsszeget. Ha v_;-t rogzitjuk, és
« az infimuma azoknak a v; liciteknek, amikre ¢ kapja a targyat, akkor az i altal fizetett ar varhato
értéke a 4.31. tétel értelmében (1 — Fj()), hiszen a-nal nagyobb licit esetén a-t fizet, kisebb licit
esetén pedig semmit. Trjuk most fel az a(1 — Fj(a)) értéket jéval bonyolultabban!

ot~ (@) = [ ani= [ ¢ [ 1apwia= [ nwa- [ [ s

«

:/altfi(t)dt—/:(l—Fi(z))dz:/al i () f3(0)dt.

Azaz rogzitett v_; esetén az i-edik jatékos altal varhatdan fizetett osszeg [ ; @i(t) fi(t)dt, ahol v a fent
meghatérozott szam. Ha v_; nem rogzitett, és X; az a valésziniiségi valtoz6, aminek az értéke ¢;(v;)
ha i kapja a targyat és 0 kiilénben, akkor az i-edik jatékos dltal varhatban fizetett Osszeg E(X;). A
varhat6 érték linearitasa miatt ebbdl kovetkezik a tétel. O

A tétel alapjan akkor érhetjiik el a legnagyobb varhaté profitot, ha mindig annak a jatékosnak
adjuk a targyat, akinél ¢;(v;) a legnagyobb — kivéve, ha ¢;(v;) < 0 minden i-re, mert akkor senkinek
sem adjuk! Ezen alapul a Myerson-féle arverés, aminek a lépései a kovetkezok:

1. Bekérjiik a v; ajanlatokat, és kiszdmoljuk a ¢;(v;) értékeket.
2. Ha ¢;(v;) < 0 minden i-re, akkor senki sem kapja meg a targyat

3. Ellenkezd esetben az a jatékos kapja a targyat, akinél ¢;(v;) a legnagyobb. Legyen ¢;(v;) a
masodik legnagyobb érték, és legyen ¢ = max{¢;(v;),0}. A gyOztes jatékos altal fizetendd Gsszeg:
;' (q).

Az arverés nyilvan szubvenciémentes, hiszen ¢, 1(q) > 0. A veszteségmentesség és a taktikazasbiz-
tossag azonban nem ilyen egyszert, sét, csak akkor jon ki, ha ¢;(¢) monoton névé minden i-re (ez pl.
teljesiil egyenletes eloszlds esetén).

4.33. tétel. Ha ¢;(t) monoton névé minden i-re, akkor a Myerson-féle drverés veszteségmentes és
taktikdzdsbiztos.

Bizonyitds. A veszteségmentesség abbdl kovetkezik, hogy ¢ < ¢;(v;), tehdt a monotonitds miatt
qﬁi_l(q) < ;. A taktikazéasbiztossdghoz azt kell belatnunk, hogy a 4.31. tétel feltételei teljesiilnek.

Az i) feltétel egybdl kovetkezik ¢; monotonitasabdl, a ii) feltétel pedig onnan latszik, hogy rogzitett
v_; értékek esetén q is rogzitett ha i kapja a targyat, tehdt ¢; *(q) is. O

Ha a jatékosok értékelése azonos eloszlasu (F' eloszlasfiiggvénnyel és f siiriiségfiiggvénnyel), akkor
a kovetkezot kapjuk:

4.34. kovetkezmény. Legyen ¢(t) =1t — 1}€§t)_ A ¢7(0) félretételi dras Vickrey drverés a lehetd leg-

nagyobb varhato profitot éri el a veszteségmentes, szubvenciomentes és taktikdzdsbiztos mechanizmusok
kézott.

4.3.6. Emelked6 aras arverések

Eddig olyan arveréseket néztiink, ahol minden licitdlé egyszerre, egyetlen alkalommal ad le licitet.
Azonban a klasszikus arverések nem igy zajlanak, hanem a résztvevék egyre magasabb drakat vallalva
egymasra licitdlnak. Az ilyen t6bb korés megoldasnak van egy fontos pszicholégiai elénye az arverezd
szempontjabol: a résztvevok a tobbiekkel versenyezve hajlamosak magasabb arakig elmenni, mint amit
eredetileg elképzeltek, igy az arverezének nagyobb a bevétele.

A t6bb kéros arveréseknek nagyon sok tipusa van; itt csak a legegyszertibbet emlitjiik meg, az
ugynevezett angol arverést. Egyetlen targyat arvereziink. Az ar egy, a kikialté altal meghatarozott
alapértékrél (kikialtasi drrél) indul, és adott 1épéskozonként 1ép felfelé. Minden licitdlonak jeleznie
kell, hogy tartja-e az adott arat; ha egy ponton kiszall, akkor nem léphet be tjra késébb. A licitnek
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akkor van vége, ha mar csak egy licitalé adja meg az drat (ha a licitben maraddk egyszerre szallnak
ki, akkor pl. lehet véletlenszeriien dénteni).

A tobb koros arveréseket nehezebb elemezni, mint az egykoroseket, hiszen itt egy jatékos straté-
valodi értékelése szerint licital, akkor az angol arverés lényegében ugyanazt az eredményt adja, mint
a félretételi aras Vickrey drverés (ahol a félretételi ar a kikialtasi drnak felel meg).

Felvetodik, hogy ez az egyszerli arverési mddszer kiterjesztheté-e tobb targy esetére. Most csak
azzal az esettel foglalkozunk, amikor k darab ugyanolyan targyat arvereziink, és az egyszeriiség ked-
véért azt is feltessziik, hogy a licit 0-rél indul, azaz nincs kikialtasi dr. Az alabb ismertetett modszer
Ausubel-t6l szdrmazik.

Az i-edik jatékos valddi értékelése egy 0; : [k] — Ry fliggvény, ahol 9;(j) azt fejezi ki, hogy az
i-edik jatékosnak mennyit ér, ha k targyat kap meg. Feltessziik, hogy 0;(7 + 1) — 0;(5) < 9;(j) — 0:(j —
—1) minden j-re. Ez pont az értékel6fiiggvény szubmodularitdsianak felel meg, ha halmazfiiggvényként
tekintjiik a targyak halmazan.

A licit sordn az egységérat egyesével noveljiikk 0-t6l kezdve (az elmélet szempontjabdl kezelhetdbb
lenne egy olyan arverés, ahol az ar folytonosan nd, de a gyakorlatban altalaban a diszkrét 1épéses
valtozatot hasznéljdk). Mikor az ar egy adott ¢ értéknél tart, a jatékosok mondanak egy-egy z! sza-
mot, ami kb. annak felel meg, hogy t egységaron hany targyat hajlandéak venni. A jatékosoknak az
z! kivdlasztasdndl két szabélyt kell betartaniuk; most csak a fontosabbikat irjuk le, a mésikat a to-
vabbi definicidk utdn ismertetjiik. A monotonitasi szabdly azt jelenti, hogy egy jatékos az egységar
novekedésével nem akarhat tobb targyat.

Monotonitasi szabaly: 2! < z!~! minden i-re és t-re.

A licit folytatédik, ha 37 | 2t > k. Legyen T az a kor, ahol elészér Y7 ; 1 < k. Ekkor az drverés
befejezddik, és meghatérozzuk hogy ki hany targyat kap (z az i-edik jatékosnak). Ha -7, ol = k,
akkor legyen z; = x? Ha >, aflT < k, akkor hatdrozzuk meg (pl. véletlenszeriien) tigy a targyak
elosztasat, hogy 7 < xf < a:zll teljesiiljon.

Ahhoz, hogy meghatarozzuk, ki mennyit fizet, gy fogjuk tekinteni, hogy a jatékosok mar az arverés
kézben megszereznek targyakat. Definidljuk az i-edik jatékos altal a t-edik korig megszerzett targyak
szdmat: Cf = max{0,k — Y, 2%} hat < T, és C] = x7. A masodik szabély ezekhez az értékekhez
kapcsolodik.

Szerzési szabaly: 2! > C'~! minden i-re és t-re.

Szemléletesen ez azt jelenti, hogy mivel az i-edik jatékos a t-edik kor el6tt mar C’f_l targyat
megszerzett, nem mondhatja azt, hogy ennél kevesebbet szeretne. Figyeljik meg, hogy a szerzési
szabély csak az utolsé korben érdekes: ha akar egyetlen i-re is z! < Cf_l, akkor a monotonitési
szabaly miatt Z}l:l xz < k, tehat befejezodik az arverés.

Az i-edik jatékos t-edik korben szerzett targyainak a szdma: ¢t = C{—C? 1. A definiciékbél vildgos,
hogy ¢! > 0 minden t-re, és 7, ct = x7. A ¢l értékek segitségével hatarozzuk meg, hogy az egyes
jatékosoknak mennyit kell fizetni: p; = Z?:o tct. Azaz: minden jatékos annak a kornek az drat fizeti
az egyes targyaiért, amikor azokat megszerezte.

Bizonyitas nélkiil megjegyezziik, hogy ha minden jatékos a valédi értékelési fiiggvénye szerint licital,
akkor lényegében ugyanazt a kimenetelt kapjuk, mint a VCG mechanizmusndl. Azért csak ,lényegé-
ben”, mert az arat diszkrét 1épésekben emeljiik, igy nem feltétleniil pont a VCG kimenetelét kapjuk.
A valédi értékelés szerinti licit itt azt jelenti, hogy a t-edik korben az i edik jatékos azt az x! értéket
licitalja, amire 9;(z!) — tz! a legnagyobb. Mivel feltettiik, hogy 9; csékkend differenciaji, ez az érték
monoton cs6kkend t-ben, tehét teljesiti a monotonitdsi szabédlyt. A szerzemény szabalyt ez a licit nem
teljesiti automatikusan, tehat az utolsé korben ennek és Cf_l—nek a maximumat kell licitdlni.

4.4. Ujraelosztéasi feladat

Tegyiik fel, hogy egy k6zosség minden tagja rendelkezik valamilyen vagyontarggyal, példaul egy hazzal.
Természetesen nem mindenki elégedett a sajatjaval, és valaki masénak jobban oriilne. Preferencidik
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azonban kiilénbozhetnek: elképzelhet6é példaul, hogy két ember elégedettebbnek érezné magat, ha ha-
zat cserélnének. Tegytik fel, hogy mind az n embernek az 6sszes n hdzon (koztik a sajatjan), adott egy
teljes rendezése: j>;k, ha az i. ember jobban szeretné a j. ember hazat, mint a k-adikét. Egy elosztés
egy olyan i — o; hozzarendelés, amelyre a o; szdmok az N = {1,...,n} halmaz egy permutécidjit
alkotjék. Az 6sszes permuticiok halmazat A-val jeloljiik, az 6sszes preferencidk halmazat P-vel (|P| =
= |A| = n!, a két halmaz valéjdban ugyanaz). Elosztdsi mechanizmus alatt egy f : P™ — A leképezést
értiink, amely a bemenetként kapott n preferenciasorrendbol megad egy elosztast. Feladatunk a hizak
egy olyan tjraelosztasdnak megszervezése, amit mindenki méltdnyosnak itélhet (ezt definidlni fogjuk
alabb).

Szorosan ide kapcsolddo, gyakorlatban is fontos feladat a vesecsere probléma. Egyes betegeknek ve-
seatiiltetésre van sziikségiik. Szerencsés esetben csaladi-barati korben tudnak olyan donort talalni, aki
felajanlja szamukra egyik veséjét. Gyakran viszont ez a vese nem kompatibilis a beteg szervezetével;
kiillonb6z6 donorvesék kiilonb6z6 fokon lehetnek megfelel6ek. A donorszervek piaci kereskedelme ille-
galis, viszont masik donorszervre valé csere megengedett: ha két paciens részére felajanlottak egy-egy
vesét, amely szamukra nem alkalmas ugyan, de a mésik részére megfelel6 lenne, akkor mindkettejiik
hasznéra kicserélhetik ezeket a veséket. Lehetséges azonban nagyobb koérok mentén is cseréket végre-
hajtani. T6bb orszagban, pl. az Egyesiilt Allamokban létezik orszagos vesedonor adatbazis, amelyben
az itt bemutatotthoz hasonl6 algoritmussal juttatnak minél tobb beteget 1ij veséhez. A fenti hézcsere
modellhez képest fontos kiilonbség, hogy nincs teljes preferenciasorrend: bizonyos vesék egyaltalan
nem alkalmasak egyes betegeknek.

A mechanizmus ,méltdnyossdga” alatt a taktikézasbiztossig mellett erdsebb elvardsunk is lesz.
Miel6tt erre ratérnénk, vegyiik észre, hogy a 4.15. tétel nem alkalmazhaté erre a probléméra, mivel a
preferencidk nem a kimenetek halmazan adottak. Egy jatékos szempontjabdl ugyanolyan értékii két
elosztas, amiben 6 ugyanazt a hézat kapja, fiiggetleniil attol, hogy a tobbiek koziil kinek mi jutott.
A 4.15. tételhez azonban arra volt sziikség, hogy minden jatékosnak az 6sszes kimenetelen legyen egy
szigoru preferenciarendezése.

Az eddigi mechanizmusoktél alapvetéen kiillonbozik a szituacié abban, hogy a tulajdonosok szaba-
don rendelkezhetnek a hazukkal, mi csak javaslatot tehetiink nekik, amit jogukban &ll elfogadni vagy
nem elfogadni. Ha valaki a sajatjat tartja a legjobbnak, akkor barmit is kindljunk helyette, nem fogja
elfogadni. Ezt altalanositja a kovetkez6 fogalom. Egy S C N halmazra legyen A(S) azon elosztasok
halmaza, amelyben minden S-beli ember egy S-beli hdzat kapja meg. Vagyis A(S) = {z € A: z; €
€ SVie S}t Egy S halmazt az 0 € A elosztasra nézve blokkolé koaliciénak neveziink, hogyha
létezik olyan z € A(S), hogy tetsz8leges i € S-re z;>=;0;, és legaldbb egyik helyen z;>-;0;. Ez azt jelen-
ti, hogy ha az S halmaz kilépne az elosztasbdl, akkor tudnanak maguk kozt egy olyan mésikat csinalni,
hogy mindenki legaldbb olyan jél jarna, legaldbb egy valaki pedig szigortian jobban. Azon elosztasok
halmazat, amelyekre nem létezik blokkold koalicié, az tjraelosztasi feladat magjanak nevezziik.

A fels6 korcsere algoritmus (top trading cycles, TTC) egy ilyen elosztast fog taldlni. Vegyiik
az N ponthalmazon azt a G irdnyitott grafot, amelyben az i. pontbdl a j.-be akkor megy él, ha az
i. jatékos preferenciasorrendjében a legjobb haz a j. (Megengediink hurokéleket is.) Ebben a grafban
minden pont kifoka pontosan 1, ezért biztosan tartalmaz legaldbb egy irdnyitott kort (a hurkokat
is irdnyitott kornek tekintjiik). Lathaté tovabb, hogy ezek a korok diszjunktak. Legyen Nj a korok
ponthalmaza. Minden ¢ € Ny ember kapja meg az 6t tartalmazo korben a ki-szomszédjanak a hazat;
az Ni-beliek tehat mind a nekik leginkdbb tetsz6 hazat kapjak meg.

Toroljilkk az N; ponthalmazt; az N — N; ponthalmazon htizzuk be az ij irdnyitott élt, ha az 3.
jatékos szamara az N — Ni-beli hazak kozil a j. a legjobb. Legyen G4 az igy kapott graf. Az el6z6hoz
hasonlbéan, legyen N5 ebben a grafban az irdnyitott kordk halmaza, és kapja meg minden i € No
jatékos az 6t tartalmazé korben a ki-szomszéd hézét. Igy tovabb, a k. lépésben tekintsiik az N — U
Uj<xN; ponthalmazon a legjobb hdzak altal meghatarozott Gy, gréfot, és definidljuk az N halmazt.
Igy végiil N-t felosztjuk nemiires halmazok uni6jara, és minden jatékoshoz hozzarendeliink egy hézat.

4.35. tétel (Shapley, Scarf, Gale, 1974). Az ujraelosztasi feladat magja pontosan egy elosztdsbol dll,
abbol, amelyiket a felsé kércsere algoritmus megtaldlja.

Bizonyitds. Legyen o az algoritmus &altal adott elosztds. Elészor belatjuk, hogy o-n kiviil mas o’
elosztds nem lehet a magban. o-ban az Nj-beli jatékosok mind a szamukra legjobb hazat kapték.
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Ha tehdt o’-ben egy ¢ € N; jatékos masik hazat kapna, akkor N; blokkold koalicié lenne o’-re nézve.
Vagyis 0’| N, = o|n,. Na-ben minden jétékos a legjobb olyan hdzat kapja, ami nem egy Nj-beli jatékosé
volt. Tehat — tudva, hogy ¢’ az Ni-beli hdzakat Ni-ben osztja szét — ugyanilyen érveléssel latszik, hogy
o'|n, = s|n,. Ezt az érvelést folytatva lathatjuk, hogy o az egyetlen lehetséges elosztds a magban.

Be kell még latnunk, hogy o tényleg a magban van, vagyis nem létezik o-ra nézve blokkol6 koalicié.
Indirekten, legyen S egy minimadlis blokkolé koalicié, z € A(S) egy blokkolé elosztds. Legyen k a
legkisebb olyan index, amelyre SN Ny # (). Legyen C C N}, az egyik olyan Ni-beli kor, amire C NS #
= (. Ha C — S # (), akkor léteznek olyan : € C N S, j € C — S elemek, amelyekre ij egy él G-ban.
Ekkor o(i)>;2(i), hiszen o(i) = j és j>;j’ tetsz6leges j' € S-re. Ez ellentmond annak, hogy S (és z)
blokkolja o-t.

Tehat C' C S. Ugyanigy latszik azonban, hogy minden ¢ € C-re o(i) = 2(i), vagyis ekkor S — C-nak
is blokkol6 koaliciénak kell lenni, ellentmondva S minimalis valasztasdnak. O

A szokédsos médon taktikazasbiztosnak neveziink egy f elosztdsi mechanizmust, hogyha nem
léteznek olyan m = (<1,...,<y) € P™ preferencidk, hogy az i. jatékos egy </ preferencidjéra és n’ =
= (<1, <hyooy=p), 0 = f(m) és o/ = f(n') esetén o'>=;0. Vagyis az i. jatékos nem tudja ugy
megvaltoztatni a preferenciajat, hogy az ezaltal modositott dontés értelmében jobb hazhoz jusson.

4.36. tétel (Roth, 1982). A felsd korcsere algoritmus taktikdazdsbiztos.

Bizonyitds. Adott m preferencidk esetén moédositsuk az algoritmust igy, hogy az i. jatékosbdl kilépo
éleket nem huzzuk be; a tobbi jatékosbdl kilépd éleket a <; sorrendeknek megfeleléen adjuk hozza
minden lépésben. Ekkor az algoritmus végére egy i gyokerti be-feny6t kapunk (egy olyan fat, amelynek
minden éle i felé van irdnyitva). Legyen K az ebben szerepl$ pontok halmaza. Vildgos, hogy akdrmilyen
sorrendet hasznaljon is az ¢. jatékos, nem érheti el, hogy valamelyik N — K-beli jatékos hazat ossza
neki az algoritmus. Vegyiik észre, hogy a <; stratégiat valasztva az algoritmus szerint a <; sorrendben
legjobb K-beli hazat fogja megkapni; akdrhogy is valtoztatja meg tehat a sorrendjét, ennél jobbat
nem kaphat. O

Egyetlen jatékos ezek szerint nem tud javitani a sajat helyzetén, de vajon tud-e rontani a tobbiekén
anélkil, hogy a sajatjan rontana? Megmutatjuk, hogy ez sem lehetséges.

4.37. lemma. Legyen m az eredeti preferencia-profil, és 7' eqy olyan preferencia-profil, ami csak a
k-adik jdtékosndl tér el w-tél. Ha a TTC 7'-ben ugyanazt a hdzat adja a k-adik jdtékosnak, akkor
minden jdtékosnak ugyanazt adja.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy valaki mas hazat kap, és legyen az i-edik jatékos az elsd, aki a 7'-re
futtatott algoritmus soran mas hézat kap (j'), mint 7-ben (j). Ha j'<;7, akkor i kordbban mér egyszer
bejeldlte j-t, de egy j-t tartalmazé C' kor miatt elutasitottak. Mivel i az elsé aki mas hazat kap, a C
kort a m szerinti algoritmus is kiadja, de ez ellentmond annak, hogy a 7 szerinti algoritmus ¢-nek a j
hézat adja.

Ha j'=;j, akkor Legyen C’ az a kor, amiben ¢ a j'-t kapja a 7 szerinti algoritmusban. A C’
korben mindenki legalabb olyan j6t kap, mint a 7 szerinti algoritmusban (hiszen elébb belattuk, hogy
rosszabbat nem kaphat), és i szigortian jobbat kap. De igy C’ blokkolé kor lenne, ellentmondéds. [

Egy elosztasi mechanizmus csoportos taktikazas biztos, ha a jatékosok egy részhalmaza se
tud tgy hazudni a preferenciair6l, hogy 0k legalabb olyan jol jarjanak, és egyikiik szigortan jobban.
Bird belatta, hogy a fels6 korcsere algoritmus ezzel a tulajdonsaggal is rendelkezik, s6t, ennél kicsit
erosebbet is allithatunk.

4.38. tétel (Bird, 1984). A felsd korcsere algoritmus csoportos taktikdzas biztos. S6t, ha a jatékosok
egy U részhalmaza igy hazudik hogy mindegyikik legalabb olyan jol jar, akkor minden jdtékos ugyanazt
kapja mint az eredeti preferencidi szerint.

Bizonyitds. Legyen m a valodi és ' a médositott preferencia-profil, és legyen U a jatékosoknak az a
részhalmaza, akiknek méas a preferencidja 7’-ben mint w-ben. Tegyiik fel indirekt, hogy a mw-re futtatott
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TTC-vel kapott o és a 7'-re futtatott TTC-vel kapott ¢’ permutécié nem ugyanaz, de minden U-beli
jatékos legalabb olyan jol jar o’-ben mint o-ban.

Legyen az i-edik jatékos az els6, aki a n'-re futtatott algoritmus sordn més hazat kap (j'), mint
o-ban (j) (ha tobb ilyen jétékos van, akkor tetszéleges koziilik). Ha j'<;j, akkor i ¢ U, hiszen az U
beliek legalabb olyan j6t kapnak o’-ben mint o-ban. Ennek az esetnek a bizonyitdsa innen ugyanaz,
mint a fenti lemmanal: ¢ kordbban méar egyszer bejelolte j-t a 7’-re futtatott algoritmus sordn, de egy
j-t tartalmazo6 C' kor miatt elutasitottak. Mivel ¢ az els6 aki mas hazat kap, a C kor o-ban is szerepel,
de ez ellentmond annak, hogy o(i) = j.

Tegyiik most fel, hogy j'>=;j, és legyen C' az i, j’-t tartalmazé kor o’-ben. El6bb beldttuk, hogy
(C’-ben senki sem kaphat rosszabb hézat, mint o-ban; viszont ¢ szigoriian jobbat kap, tehat C’ blokkol6
kor o-ra nézve, ami ellentmond a 4.35. Tételnek. O

4.5. Stabil hazassag

Egy hazassdgkozvetité irodat lizemeltetiink. n férfi és n né keres ndlunk part; a bekiildétt anya-
gok alapjan mindannyian kialakitottak a mésik nemen egy preferenciasorrendet. A stabil parositasi
feladatban ezen preferencidk alapjan célunk n par kialakitasa agy, hogy az mindenkinek a megelé-
gedésére szolgaljon. Csupan javaslatokat tehetiink a parok kialakitasara, amiket 6k nem kotelesek
elfogadni. Egy adott parositasra nézve egy m férfi és egy w né blokkoldé part alkot, hogyha m parja
a w # w né, w parja az m’ férfi, m-nek azonban jobban tetszik w mint w’, w-nek pedig jobban
tetszik m, mint m’. Vagyis ha m és w hazassigot kotnének, mindketten jobban éreznék magukat, mint
jelenlegi parjukkal. Egy parositast stabilnak neveziink, hogyha nincsen blokkold par.

Legyen M a férfiak, W a nék halmaza. Egy a € M U W ember rendezését a méasik nemen —,-
val jeloljiik: x>,y azt jelenti, hogy a-nak x jobban tetszik, mint y. Egy parositast leirhatunk egy p
fiiggvénnyel, ahol a € M U W-re u(a) az a parja.

Az tjraelosztési feladathoz hasonléan definidlhatjuk a péarositasi feladat magjat. Egy S C M UW
halmaz blokkolé koalicié a p (nem feltétleniil stabil) teljes parositdsra nézve, ha létezik olyan v
pérositas S-en, hogy minden a € S esetén v(a) € S, és minden a € S-re v(a)>,u(a), és legalabb egy
helyen szigortu egyenlotlenség all. Vegyiik észre, hogy egy blokkold él egy kételemii blokkold koalicio.
Koénnyen lathaté az alabbi allitas:

4.39. tétel. A pdrositdsi feladat magjdt pontosan a stabil pdrositdsok alkotjdk.

o™ o™

w1 w2

14. abra

Tekintsiik a 14. abran lathaté pédat. Itt az miwi, mows, maws parositas nem stabil, mivel az mqws
él blokkolé. Ezzel szemben miwi, mows, maws stabil parositds. A tovabbiakban stabil parositdasok
keresésével foglalkozunk.

Kicsit altaldnosabban beszélhetiink stabil parositasrol egy tetszéleges G = (M, W; E) paros graf-
ban. Itt nem tessziik fel, hogy |M| = |W|, és azt sem, hogy G teljes paros graf; minden csicsban adott
egy preferenciasorrend a ré illeszkedd éleken. Egy (nem feltétleniil teljes) F' C E péarositdsra nézve
muw blokkold él, ha m vagy nem volt parositva, vagy jobban tetszik neki w mint az F-beli parja, és
ugyanez igaz w-re is. F stabil, ha nem létezik F-re nézve blokkol6 él. Egy nem feltétlen teljes parositast
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is lefrhatunk egy p: M UW — M U W fiiggvénnyel: legyen pu(a) az a péarja, ha fedve a parositas
altal, és legyen p(a) = a, ha fedetlen. A preferencidkat egészitsiik ki ugy, hogy a preferenciasorrendjé-
ben sajat maga is szerepel, a sorrend legvégén. Vagyis szaméra barmely G-beli szomszédjaval parban
lenni kedvezobb, mint egyediil maradni. Ezzel a konvenciéval mw pontosan akkor blokkolé él, hogy
p(m)<mw és p(w)=<y,m.

4.40. tétel (Gale, Shapely, 1962). Tetszdleges G = (M, W, E) pdros grifban létezik stabil pdrositds.
Ha |M| =|W| =n, és G teljes pdros graf, akkor létezik teljes, vagyis n méreti stabil pdrositds.

s

Bizonyitds. Megadjuk a leanykérd algoritmust, amely mindig talal egy stabil parositast. El6szor
mindegyik fid megkéri a neki legjobban tetsz0 lany kezét. Ha egy lany tobb ajanlatot is kap, megtartja
(feltételesen) a legjobbat, a tobbit pedig kikosarazza. Minden kovetkez6 1épésben minden szingli fi
megkéri a neki legjobban tetsz6 olyan lany kezét, akitél még nem kapott kosarat, és akivel 6ssze van
kotve G-ben. Aki mar minden neki valamennyire is tetszé lanytol kosarat kapott, az nem prébélkozik
tobbet.

Lassuk be, hogy az igy kapott F' parositas stabil! Vegyiink egy tetszéleges mw € F élt a grafban.
Ha az algoritmus soran m megkérte w kezét, akkor w-nek ezutan mindig lesz parja, méghozza vagy
m, vagy egy nala jobban tetszé. Ha m nem kérte meg w kezét, az azért lehet, mert egy w-nél jobban
tetszo lany lett a felesége. Mindkét esetben lathatd, hogy az mw él nem blokkolja a kapott parositast,
ami tehat stabil.

Az allitds mésodik feléhez figyeljiik meg, hogy egy stabil parositds mindig tartalmazdsra nézve
maximalis, hiszen ha lenne él két szingli kozt, akkor 6k inkdbb Osszejonnének. (Megjegyezziik, hogy
azonban nem feltétleniil maximalis elemszamuiak a stabil parositésok.) O

A nemi szerepek felcserélésével beszélhetiink legénykérd algoritmusrél is, amely szintén stabil
parositast ad.

4.41. feladat. Milyen parositast ad a 14. abran a ledny- illetve a legénykérd algoritmus?

Azt mondjuk, hogy a p parositds dominalja a fitik szempontjabél a v parositast, jelolve u >M v,
ha minden m € M fidra pu(m)=,,v(m). Egy p stabil parositds fitloptimdlis, ha minden v stabil
parositasra u > v. Hasonléan definidlhatjuk a domindldst lanyok szempontjabél ("), illetve a
lanyoptimalis stabil parositast.

4.42. tétel. A ledanykérd algoritmus dltal adott p stabil pdarositds fivioptimdlis, a legénykérd dltal adott
pedig ldnyoptimdlis.

Bizonyitds. A szimmetria miatt elég belatni az elsét. Tegyiik fel indirekten, hogy létezik olyan v
parositds és m € M fit, hogy v(m)>=,u(m). Ezért az algoritmus soran kellett, hogy legyen olyan
1épés, amikor valamelyik m fii kosarat kap v(m)-tél. Vegyiik a legelsé ilyen 1épést; w = v(m) azért
kosarazta ki m-et, mert volt egy jobb kéréje, m’. Mivel m szomortu esete a legels6 ilyen, m’ csak
gy kérhette meg w kezét, hogy v(m’)-nél még nem probéalkozott, vagyis v(m')=<,w. Kovetkezik az
ellentmondds, mivel az m’w él blokkolja v-t. O

4.43. allitas (Knuth). A p és v stabil pdrositdisokra p >M v < <V v,

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekten, hogy > My, azonban valamely w € W lanyra m = p(w)=,v(w).
Mivel g >My miatt w = p(m)>=,,v(m), ezért mw blokkold él v-re nézve. O

Ennél t6bb is belathat6: a <M részbenrendezésre nézve a stabil parositasok halét alkotnak : barmely
két elemnek van egyértelmi legkisebb kozos felsé illetve egyértelmii legnagyobb kézos alsé korlatja.

4.44. allitas (Conway). A u és v stabil parositisokra definidljuk azt a pdrositdst, hogy minden fii a
W €s v szerinti pdrja kézil a neki tetszdbbet vdlasztja. Ezdltal egy stabil pdrositdst kapunk.

Bizonyitds. Be kell el6szor latnunk, hogy igy parositast kapunk, vagyis minden lanynak legfeljebb
egy parja lesz. Tegyiik fel, hogy a w lanyt két fidhoz is hozzarendeljiikk: pu(m) = v(m') = w az m
és m/ fitkra. w-nek egyikiik jobban tetszik; a szimmetria miatt feltehetjiik, hogy ez m. m-nek azért
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w-t vélasztottuk ki parként, mert jobban tetszett neki, mint v(m). Ekkor kovetkezik, hogy az mw él
blokkolja a v stabil parositast, ami ellentmondést ad.

A stabilitashoz tegyiik fel, hogy egy mw él blokkolja az igy kapott A parositast. Ha A(m) = v(m) és
AMw) = v(w) volna, akkor mw mér v-t is blokkolnd; ugyanez a helyzet u-vel. Feltehetjiik tehdt, hogy
ezek kiilonboz6 parositdsokhoz tartoznak; a szimmetria miatt legyen A(m) = u(m) és A(w) = v(w).
Ekkor A definicidja miatt v(m)<,u(m), vagyis az mw él blokkolja v-t is (és ugyanigy u-t is). O

Az el6z6 allitasban definidlt stabil parositast jeloljiik p V v-vel. Konnyen beldthaté, hogy a <M
részbenrendezésre nézve ez p és v legkisebb kozos felso korlatja lesz. Hasonléan definidlhaté egy olyan
parositds, amelyben minden lany a neki jobban tetszo fitt valasztja a kettd koziil. Ezt pAv-vel jeldljiik,
és ugyanugy lathato, hogy a legnagyobb kozos alsé korlat lesz.

Noha egyes parositdsok minden fia szempontjabdl jobbak méasoknal, a kdvetkezo allitasban belat-
juk, hogy akinek tetszoleges stabil parositasban nem jut par, annak semmelyik méasikban sem jut.

4.45. allitas. Legyen v és pu két tetszbleges stabil pdrositds. Ha eqy a € M UW fiunak vagy lanynak
v-ben nem jut par, akkor u-ben sem fog jutni.

Bizonyitds. Tegyiik fel a szimmetria miatt, hogy a1 = a fit, és noha v(a1) = a; (vagyis v-ben nincs
parja), u(a;) = by # ai. Ha bj-nek nem volna péarja v-ben, akkor az a;b; él blokkolnd v-t (két
maganyos embert kot dssze). Legyen as = v(by). Azt éllitjuk, hogy ai<p, as. Valéban, aj>p, as esetén
a1b; blokkold él lenne v-re nézve. Ekkor by = v(ag)<q,i(az), killonben bjas blokkolnd p-t. Ebbdl
kovetkezik az is, hogy ag parositva van u-ben; legyen by = p(az). Az érvelést ugyanigy folytatva tovabbi
ba, as, bs, aq, ... szereplOket azonosithatunk. A v és u péarositdsok uniéja egy olyan graf, amelyben
minden pont foka legfeljebb kettd. Ilyen médon ebben egy olyan sétat taldlunk, amelyben az els6
csucs foka 1, és minden tovabbi csics foka 2. A fokszamok miatt ezen sétanak végtelen hosszuinak kell
lennie, ami ellentmondas. O

Egy stabil parositas keres6 mechanizmust akkor neveziink taktikazasbiztosnak, ha egy embernek
se éri meg hamis preferenciat megadni, barmit is adtak meg a tébbiek. Beszélhetiink arrdl is, hogy
egy mechanizmus a fitk (illetve a lanyok) részérdl taktikazasbiztos, amikor ezt csak a fitikra vagy
csak a lanyokra koveteljiik meg. Errdl belathaté az alabbi.

4.46. tétel (Roth). A lednykérd algoritmus a fiik részérdl taktikdzdsbiztos.

Bizonyitds. Csak arra az esetre bizonyitjuk a tételt, amikor |M| = |W| és G teljes paros graf. Indirekt
modon tegytik fel, hogy valamelyik fia — feltehetjiik, hogy m; — sikeresen tud taktikazni. Ez azt jelenti,
hogy vannak olyan 7 = (<my, <mas - - - » <mns <wi - - - » <w,) Preferencidk, és mi-nek egy masik, <,
preferencidja, hogy ha pu jeloli a filoptimadlis stabil parositast a m-re, p’ pedig a fitloptimalis stabil
parositidst a 7' = (<, <ma» - <mp> <wis- - <wy)-T€ akkor p(m;)<m,p' (m;), vagyis m; jobban
jar, ha a hamis <7, preferenciasorrendet adja meg. Jeloljitk Alg(m)-vel illetve Alg(n’)-vel a lanykérd
algoritmust az eredeti 7 preferencidkkal, illetve a 7’ preferencidkkal elvégezve.

Azt allitjuk, hogy feltehetd, hogy <;, -ben p/(m1) a legjobb. Ugyanis ha nem, akkor p'(m1)-t a
legjobb helyre téve az igy kapott rendezéssel m szintén sikeresen manipuldlna, hiszen p’ eszerint is
stabil, tehat m parja ekkor is p/(my) lenne.

4.47. allitds. Minden my; fidra teljesil, hogy p'(m;)=p,, p(m;).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy p'(m;)<m;u(m;). Ez azt jelenti, hogy Alg(n”) sordn mj-t pu(my;) valamikor
elutasitja. Legyen j az az index, amire elgszor torténik ilyen. Mivel p,,; elutasitja m;-t, ezért ajanlatot
kapott valakitél, akitél Alg(m) sordn nem kap ajénlatot. De j valasztdsa miatt ez a fid nem lehet my
k # 1-re, mésrészt m; sem, hiszen akkor p(m;) = p/(mq) lenne és mqu(m;) blokkolé él lenne p-re. <

A fenti allitas kovetkezménye, hogy minden lanykérés, ami Alg(n’) sordn megtorténik, az Alg(r)
soran is megtorténik. Emiatt nem my az utolsé kéré Alg(m)-ben, hiszen az utoljara megkért lanyt csak
egy fiu kéri meg, ezért ugyanez a fii kéri meg Alg(n’) sordn is. Tegyiik fel, hogy Alg(w) sordn m; a
k-adik 1épésben kéri meg utdljara egy lany kezét.
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4.48. allitas. Ha egy m; fit Alg(m) sordn a k-adik lépés utdn megkér egy lanyt, akkor pu(m;) = p'(m;),
és ulma) = 1 (ma).

Bizonyitds. Nevezziink egy lanykérést beteljesiilonek, ha végiil hézaspart alkot a par. Indukcioval
bizonyitunk, a beteljesiilé lanykérések ideje szerint forditott sorrendben. Lattuk, hogy az Alg(rw)-beli
utolsé kérének ugyanaz a parja p-ben és p/-ben. Tegyiik fel, hogy az m, fitt az r-edik 1épésben kéri
meg (mg) kezét és hogy az r. 1épés utdni beteljesiild lanykérésekre igaz, hogy p'-ben is part alkotnak.

Legyen M’ azon fitk halmaza, akiknek p(mg) jobban tetszik, mint a sajat p-beli parjuk, vagyis,
akiket p(mg) elutasit Alg(w) sordn. Ha M’ = (), akkor p1(mg)-t nem kéri meg mg-n kiviil més Alg(m)
soran, igy Alg(n') soran se, tehat u(mq) = p'(my). Ha M’ # 0, akkor legyen m,, a p(mg)-nak legjobban
tetsz6 fia M'-ben. Vagyis p(my,) valamikor elutasitja m,-t m, miatt, vagy az r-edik lépésben, vagy
kés6bb. Tehat m,, az r-edik 1épés utdn kéri meg a végs6 parjat, igy az indukcios feltevés miatt pu(m,,) =
= i/ (my,). Mivel my, # my, ebb6l kovetkezik, hogy Alg(n’)-ben m,, megkéri p(my)-t, aki visszautasitja.
p(myg) kéréi csak M'-beliek vagy myq lehetnek, tehdt m, miatt utasitja vissza. Tehdt p/(mg) = p(myg).
A bizonyitas my = mq esetén is miikodik. &

Ezzel belattuk, hogy u/(m1) = p(my), ami ellentmond az indirekt feltevésnek, tehét a tételt belat-
tuk. N

4.49. feladat. A 14. dbra segitségével mutassuk meg, hogy a lanyok szempontjabdl a leanykéro algo-
ritmus nem taktikdzasbiztos: az egyik lany hamis preferencidk bevallasaval jobb part tudna szerezni
maganak.

4.50. tétel (Roth). A pdrositdsi feladatndl nem létezik mindenki szamdra taktikdzdsbiztos mechaniz-
mus.

Bizonyitds. Nézziik azt a példat, ahol a preferenciasorrendek a kévetkezék (az elsé helyen a legjobban
tetsz6 szerepel):

mp . w2, Wi, W3, wy: myp, M3, M2
mz: wi, w2, wWs; wz: m3, M, M2
m3: wp, w2, wWs; w3 : mip, M2, M3

Ellenérizhetd, hogy két stabil parositas van, méghozza a u = {mjws, mows, maw; }, ami a fiiopti-
malis és a v = {mjw1, maws, maws}, ami a lanyoptim4lis.

Ha az mj it a we, w3, wy sorrendre valtoztat, akkor a u lesz az egyetlen stabil parositds, igy ha
egy mechanizmus a v-t adja, akkor m; sikeresen tud taktikézni.

Forditva hasonléan, ha a w; az mi, mo, ms sorrendet mondja, akkor az egyetlen stabil parositas
a v lesz, igy ha egy mechanizmus a p-t adja, akkor w; tud sikeresen taktikazni. Tehat nem létezhet
mindenki szdméra taktikazasbiztos mechanizmus. O

4.51. megjegyzés. Felteheto a kérdés, hogy a leanykér6 algoritmus a fitk részérol csoportos takti-
kézés biztos-e. A vélasz az, hogy nem: egy fil ugyan nem tudja hamis preferencidkkal elérni, hogy &
jobban jarjon, de azt elérheti, hogy 6 ugyanazt a lanyt kapja és valaki més szigortian jobban jarjon
(persze ilyenkor a kapott parositds nem lesz stabil, hiszen stabil parositdsban egy fia se kaphat job-
bat, mint a fit-optimélisban). Tekintsiik a kovetkezd sorrendeket (az elsé helyen a legjobban tetszé
szerepel):

mp . w2, Wi, wWs; wyp: My, M2, M3
mg: w2, w3, Wi, w2 M3, mMmi, M2
m3: w3, w2, wWi; w3 Mm2, MMz, Mi

A fit-optimédlis parositds {mjwi, mows, maws}. Ha azonban az m; fid wi,we,ws sorrendre véltoz-
tat, akkor a ledAnykérd algoritmus az {miwi, mows, maws} parositast adja. Ez mi-nek ugyanolyan jo,
ma-nek és mg-nak viszont jobb. Hirman 6sszefogva tehat elérhetik, hogy ketten jol jarjanak és a har-
madik se jarjon rosszul. Be lehet viszont bizonyitani, hogy egy koalicié tagjai nem tudnak tigy hamis
sorrendeket mondani, hogy mindannyian jobban jarjanak.
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4.6. Felvételi ponthatarok

A stabil péarositasok fontos és igen elterjedt alkalmazasi teriilete az egyetemi felvételi rendszer. Minden
didknak van egy preferenciasorrendje azon szakokrél, ahova felvételizni szeretne. Minden szakhoz adott
egy keretszam, amit nem léphetnek til. Adott tovabba minden szaknak egy preferenciasorrendje az
oda jelentkezd didkokon.? Legyen T a felvételizék halmaza, S pedig a szakoké. Az s szakon legyen g
a keretszam. Nem minden didk jelentkezik minden szakra; legyen (S,T; E') az a paros graf, amelyben
st € E akkor, ha t beadta jelentkezését az s szakra. Egy hozzarendelést — a stabil parositdsokhoz
hasonldan - jellemezhetiink egy p figgvénnyel. u minden didkhoz azt a szakot rendeli, ahova felvették,
egy s szakhoz pedig p(s) az oda felvett didkok halmazat adja meg.

4.6.1. Stabil hozzarendelés

Tegylik fel el0szor, hogy a didkoknak is szigora preferencidi vannak a szakokon, valamint a szakoknak
is az oda jelentkezOkon. Egy st € E él blokkol egy hozzarendelést, ha t-t nem vették fel s-re, noha
t szivesebben jott volna ide, mint ahova végiil felvették, mésrészt pedig s vagy nem t6ltétte be a
keretét, vagy felvettek egy olyan didkot, aki t mogott volt a sorrendben. (Formalisan: s=<;u(s), és vagy
l(s)| < q(s), vagy létezik egy t' € pu(s) didk, akire t'<st.) Stabil a hozzdrendelés, ha nincs blokkolé él.

A lednykér6 algoritmus apré moédositdsaval taldlhatunk stabil hozzarendelést: elészér minden s
szak felvételi ajanlatot tesz a sorrendben legels6 ¢s didknak. Ha egy didk tobb ajanlatot is kap, a
legjobbat elfogadja, a tobbit visszautasitja. Ha a visszautasitdsok miatt egy szakon iires helyek ke-
letkeznek, Ujra ajanlatot tesznek a sorrendben kdvetkez6 annyi didknak, akivel fel tudjak tolteni a
létszamot (feltéve, hogy van még ennyi jelentkezd). Ha egy didk mar visszautasitotta egy szak ajin-
latat, akkor az a szak tobbet nem tesz neki ajanlatot. Igy végiil egy stabil hozzarendelést kapunk. A
stabil hazassdghoz hasonléan belathatd, hogy ez az egyetemek szempontjabdl lesz a lehet6 legjobb.
Ugyantugy csindlhatunk egy masik algoritmust is, amelyben a didkok jelentkeznek a kedvenc szakjukra,
az s szak pedig elutasitja azokat a jelentkezOket, akik nincsenek benne a legjobb ¢s-ben. Ez a didkok
szempontjabol lesz optimaélis.

A stabil hozzarendelési feladatot visszavezethetjiik stabil parositas keresésére. Minden s szakot
helyettesitsiink gs darab j ponttal: (s,i) az s szakra i. helyen felvett didkot reprezentalja. Minden
(s,1) pont orokolje az s preferencidit. Egy ¢ didk preferencidit adjuk meg ugy, hogy (s,i)=<(s",7’), ha
eredetileg s<;s’, vagy pedig s = s’ és i’ < i. Kénnyen beldthaté az aldbbi allitas.

4.52. allitas. A fenti konstrukcioban egy stabil parositds az eredeti feladatban eqy stabil hozzdrendelést
ad. Megforditva, minden stabil hozzdrendeléshez megadhatunk eqy stabil pdrositdast, ahol az s szakra
felvett k didkot az (s,1),(s,2),...,(s, k) pontokhoz osztunk be, az s preferencidi szerint csokkend sor-
rendben.

Ennek segitségével a 4.45. allitasbdl levezethet6 az alabbi, talan meglepo eredmény.

4.53. tétel (Vidéki féiskola tétel). Legyen p és v tetszdleges stabil hozzarendelések. Ha v-ben valamely
s szak nem tudta feltélteni a keretét, vagyis |v(s)| < q(s), akkor semmelyik mdsik stabil hozzdrende-
lésben sem tudta; rdaddsul éppen ugyanazokat a didkokat veszik fel mindig, vagyis u(s) = v(s).

Bizonyitds. Tekintsiik az el6z6 allitasban targyalt konstrukciot! A 4.45. allitas szerint ugyanazok az
(s,1) parok maradnak minden stabil parositdsban fedetlenek. Ebb6l mar kovetkezik, hogy tetszdleges
két stabil hozzarendelésben |u(s)| = |v(s)|.
Legyen most p a didk-optimalis hozzarendelés (amit azzal a ,szakkérs” algoritmussal kapunk, ahol
a didkok tesznek ajanlatot az egyetemeknek.) Belatjuk, hogy tetszlleges t € pu(s)-re kovetkezik ¢ €
€ v(s). A halmazok elemszdméanak azonossdga miatt ebbdl rogton adédik, hogy mindegyik halmaz
azonos. A didk-optimalitds miatt v(t)=<;u(t). Ha tehat v(t) # s, akkor v(t)=<:u(t). Ekkor st blokkolja
v-t, mivel |v(s)| < q(s). O
3Egy korabbi hasonlé alkalmazis a rezidens-elhelyezési feladat: a frissen végzett orvosok kiilénb6z6 kérhazakba
palyazhatnak rezidensi allasokra.
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4.6.2. Ponthatarhuzas

A magyar felvételi rendszerben 1985 6ta alkalmaznak stabil parositési algoritmusokat. Az elézé modell-
hez képest fontos eltérés, hogy a szakoknak nincs teljes rendezése a jelentkez6kon: minden jelentkez6
minden szakon egy pozitiv egész pontszamot kap, maximum D-t (jelenleg D = 500). Legyen rg az t
didk pontszdma az s szakon (feltéve hogy st € E). Az azonos pontszamot elért didkok kozott azonban
nem lehet diszkrimindlni: a felvételi gy miikodik, hogy minden s szakon meghiznak egy £ pontha-
tart. A t didk felvehet6 az s szakra, ha st € E és ry > {,. Egy hozzarendelésben minden didkot a
preferenciasorrendjében szerepld elsé olyan szakra kell felvenni, ahova felvehetd.

Az [ = (s)ses vektort ponthatarhitzasnak nevezziik. Egy ponthatdrhuzas egyértelmiien meg-
hatarozza a didkok hozzarendelését a szakokhoz: minden didk a szdmara legjobb olyan szakra megy,
ahol eléri a ponthatart. Jelolje u(¢) ezt a hozzarendelést. Egy ponthatarhizas akkor megengedett,
ha minden s € S-re du(g)(S) < gs, vagyis sehol nem lépik 4t a kvotat. Egy megengedett ponthatarhtzas
stabil, ha minden s szakra, amire 5 > 0, igaz a kovetkez6: ha eggyel csokkentenénk s ponthatarat a
tobbi ponthatar valtoztatasa nélkil, akkor mar t6bb mint ¢s olyan didk lenne, aki az s szakra felvehetd,
és az 6t felvevd szakok koziil s-t preferalja.

Célunk egy stabil ponthatarhtzas meghatarozasa. A leanykérd algoritmus szellemét kévetve indul-
junk onnan, hogy mindegyik ponthatar ¢; = D + 1, vagyis senkit sem vesznek fel sehova; ez megen-
gedett, de (dltaldban) nem stabil. Minden 1épésben egyszerre fogjuk az dsszes ponthatart médositani.
A ponthatarok mindig csékkennek, ezért ezt az algoritmust ponthatar-csokkents algoritmusnak
nevezziik. Az algoritmus végén kapott ponthatarokat jelolje £+.

Egy adott lépésben legyenek ¢, (s € S) a ponthatdrok. Minden s-re és 0 < z < /4 egészre legyen
{(s,z) az a ponthatarhizds, ahol /s-t lecseréljiik z-re, a tobbit pedig nem véltoztatjuk. Legyen az 1j
{5 a legkisebb olyan nemnegativ z érték, amelyre u(¢(s,z))-ben s foka legfeljebb gs. Vildgos, hogy
minden 1épésben az 1j ¢, ponthatarok is megengedett ponthatarhizast adnak. Az algoritmus akkor ér
véget, ha valamelyik lépésben egyik ponthatar sem véltozik. Ez azzal ekvivalens, hogy minden s-re,
amire £5 > 0, u(€(s,fs —1))-ben s foka nagyobb mint g5, ami épp a stabilitdst mutatja. Az algoritmus
D|S| lépésen beliil véget ér, hiszen minden 1épésben legalabb egy szak legaldbb eggyel csokkenti a
ponthatarat.

Ettol kiillonb6zo, ponthatar-noveld algoritmust kapunk, ha a didkok ,kérik meg” a szakokat.
Induljunk ki az azonosan 0 ponthatarokbdl. Minden didk jelentkezik a kedvenc szakjara, ahova felve-
het6. Ezutan minden szak felemeli a ponthatarat a legkisebb olyan értékre, ahol a jelentkezett felveheto
didkok szdma maér legfeljebb a kvéta. Azok a didkok, akik mar nem felvehetéek a szakra ahova jelent-
keztek, Gjra jelentkeznek az aktualis kedvenc felvehetd szakra. Az algoritmus akkor all le, ha egy szak
sem emeli a ponthatart.

Belatjuk, hogy az igy kapott ¢! ponthatirhiizds stabil. Nézziink egy s szakot, és legyen ¢ az
a ponthatirhizas, ami utdn az s szak ponthatarat felemeltiik Eg—ra. Mivel nem @ — 1-re emeltiik,
p(€' (5,05 —1))-ben s foka nagyobb mint ¢s. De ¢/ < (T, tehat s foka u(¢'(s, £l — 1))-ben is nagyobb
mint ¢s. Ez mutatja a stabilitast.

4.54. tétel. Ha (* stabil ponthatdrhizds, akkor (] < €% < ¢+ minden s € S-re.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy 1 £ £*, és nézziik a ponthatar-noveld algoritmusnak azt a 1épését,
ahol elészor emeljiik valamelyik s szak ponthatdrat €% folé. Legyen ¢ a novelés elStti és £/ a novelés
utdani ponthatdrhtuzds. Mivel u(¢(s, ¢, — 1))-ben s foka nagyobb mint gs, u(¢(s,£%))-ban is nagyobb.
De ¢ < ¢* miatt igy u(£*)-ban is nagyobb a fok gs-nél, ami ellentmond ¢* megengedettségének.
Tegyiik fel most indirekt, hogy ¢* £ ¢+, és nézzitk a ponthatar-csokkentd algoritmusnak azt a
lépését, ahol eloszor csokkentjitkk valamelyik s szak ponthatarat egy /i ald. Legyen ¢ a csokkentés
el6tti és ¢/ a csokkentés utani ponthatdrhiizas. Mivel p(€(s, £.))-ben s foka legfeljebb g5, és ¢* < £,
ezért s foka p(€*(s, £.))-ben is legfeljebb ¢s. De ez ellentmond annak, hogy ¢* stabil, hiszen ¢, < ¢%. [

4.55. megjegyzés. Szigori rendezések esetén igaz volt, hogy minden stabil hozzarendelésben ugyanaz
a sehova sem felvett didkok halmaza. Megmutatjuk, hogy ponthatarhtzasnal ez nem igaz. Tekintsiink
egy példat, ahol két szak van, mindkett6 kvétaja 50, és van Gsszesen 100 felvételizo. A t; didk pont-
szama a két szakon 95 és 80, és a masodik szakot preferdlja. A ¢ didk pontszdmai pedig 90 és 85, és az
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els6 szakot preferalja. Van még 49 didk, aki csak az els6 szakra jelentkezik, ebbdl 4-nek a pontszama
90, a tobbinek tobb mint 90. A maradék 49 didk csak a mésodik szakra jelentkezik, 9-nek 80 pontja
van itt, a tobbinek tobb mint 80.

A ponthatar-csokkenté algoritmus elsé 1épésben lecsokkenti az els6 szak ponthatdarat 91-re, a ma-
sodikét pedig 81-re. Az algoritmus itt le is 4ll, hiszen ha a méasodik 1épésben az elsé ponthatdrt 90-re
csokkentenénk, mar 51-en jelentkeznének az elsé szakra, és ugyanigy, ha a masodik ponthatart 80-ra
csokkentenénk, 51-en jelentkeznének oda. Az els6 szakra igy 46 didkot vesziink fel, koztiik tq-et, a
méasodik szakra pedig 41-et, koztiik to-t.

Nézziik most a ponthatar-novel6 algoritmust. A kiindulé 0 ponthataroknal mindkét szakra 50 didk
jelentkezik, tehdt nem is noveljiik a ponthatarokat, az algoritmus egybdl ledll. Mindkét szakra 50
didkot vesziink fel, ¢1-et a masodikra, to-t pedig az elsére. Ebben a példaban tehat a ponthatar-néveld
algoritmus &altal adott stabil hozzarendelésben szigortian tébb didkot vesziink fel mindkét szakra,
rdadasul t1 és t9 is a kedvenc szakjara keriil, mig ponthatar-csokkentés esetén a kevésbé preferalt
szakjara.

4.56. megjegyzés. A ponthatarhtuzasnal Roth 4.46. tételének megfelelje sem igaz: a ponthatar-
novelo algoritmus nem taktikazasbiztos a didkok szamaéra; sot, nem is létezik a didkok szamara taktika-
zasbiztos algoritmust. Tekintsiik a kovetkezd példat 2 didkkal és 3 szakkal: ¢1 és to preferencia-sorrendje
egyarant s; > so > s3. Mindharom szak kvétdja 1, és a didkok pontszdmai a szakok sorrendjében:
t1:0,1,1; t9 : 0,0,1.

A ponthatdr-nével6 algoritmus elsé 1épésében sq felemeli 1-re a ponthatart, hiszen mindkét didk oda
jelentkezik, de a kvétdja 1. Ezutdn a két didk so-re jelentkezik, igy ott is 1-re emelkedik a ponthatar.
A kapott hozzarendelésben t1 az so szakra, to az s3 szakra keriil. Az is konnyen belathatd, hogy a
ponthatércsokkentd algoritmus is az (1,1,0) ponthatart adja, igy ez az egyetlen stabil ponthatér-hizas.

Most nézziik, mit ad az algoritmus, ha to a valodi preferenciai helyett so = s1 > s3 preferencidkat
ad meg. Az elsé korben t1 az s1 szakra, to az so szakra jelentkezik, és ez bele is fér a kvotakba, igyhogy
az algoritmus ledll, a kapott hozzdrendelésben t; az s; szakra, ty az so szakra keriil. Igy mindketten
jobban jarnak, mint a valédi preferencidk szerint. S6t, a ponthatércsokkentd algoritmus is a (0,0,0)
ponthatarokat adja, igy barmilyen algoritmust hasznalunk, ezt a ponthatar-htuzast kapjuk.

A kovetkezdkben belatjuk, hogy ha egyik szakon sincs pontegyenléség, akkor a ponthatar-néveld
algoritmus taktikazasbiztos. Ehhez el0szor egy egyszerti lemmat bizonyitunk két ponthatarhizas vi-
szonyarol.

4.57. lemma. Legyen { és l' két ponthatdrhizds, és s,u két kilonbozd szak, amire Ly > . és £, < 0},
Ha p(0)-ben egy t didk az s szakra keril, akkor u(¢")-ben nem keriilhet az u szakra.

Bizonyitds. Nézziik el6szor azt az esetet, amikor s;u. Mivel p(€)-ben t az s szakra kertil, rg > £ > £
Tehat t eléri az £, ponthatart, {gy nem lehet u a legjobb szak, ahol ¢ szerint eléri a ponthatart.

A mésik esetben s<;u. Mivel p(f)-ben t az s szakra keriil, az s a legjobb szak, ahol ¢ szerint eléri a
ponthatdrt, igy az u szakon nem éri el. Azaz ry < 5 < £/, igy ¢t nem keriilhet p(¢')-ben az u szakra. [

4.58. tétel. Ha egyik szakon sincsenek azonos pontszami hallgaték, a ponthatdr-néveld algoritmus a
hallgatok szamdra taktikdzdasbiztos.

Bizonyitds. Legyen t* az a didk, aki médositott preferenciat ad meg. Legyen ¢! a ponthatar-névelé
algoritmus eredménye az igazi preferencidkra, £* pedig a modositott preferencidkra. Jelolje p* a mo-
dositott preferencidakra kapott hozzarendelést. Tekintsiik a ponthatar-nével6 algoritmust az igazi pre-
ferencidkra.

4.59. allitas. Az algoritmus egy pontjin legyen { az aktudlis ponthatdrvektor, p := u(f) az aktudlis
hozzdrendelés, és Z azon s szakok halmaza, amikre {5 > (%. Ekkor minden s € Z-re |u(s)| > gs,

(1 ()] = qs, p*(t*) & Z, és

{teT:pt)eZ} C{teT  pu(t)e ZyU{t"}.
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Bizonyitds. Az algoritmus elején Z = (), igy trividlisan igaz az 4llitas. Tegytik fel, hogy az algoritmus
egy lépése el6tti £ ponthatdrhizdsra igaz az allitds; belatjuk, hogy a 1épés utdni ¢ ponthatdrhizésra,
p' hozzarendelésre és Z' = {s € S : ¢/ > (%} halmazra is igaz. Az allitds miatt legfeljebb egy olyan
$ € Z van, ami emeli a ponthatdrat, hiszen Y o, [u(s)] < 1+ > cq 1 (s)| =14 X scz s

1. eset: van egy s € Z, ami emeli a ponthatarat. Ekkor |u(s)| = gs + 1, és mivel nincsenek azonos
pontszamok, |p/(s)| > g¢s. Tegyiik fel, hogy egy s’ € S\ Z szakra ¢, > (%, Az éllitas szerint {t €
eT put)yeZy={teT:p*t) e Z} U{t*}. Ez azt jelenti, hogy aki az ((s', ¢, — 1) ponthataroknal
s'-re kertil, az p*-ban is oda keriil, hiszen nem keriilhet mas S\ Z-beli szakra (haszndljuk a 4.57. lemmat
az £(s', 0, — 1) és £* ponthatarhizdsokra, valamint s'-re és egy mésik S\ Z-beli szakra). Ez ellentmond
annak, hogy az ((s',¢,, — 1) ponthatédroknal t6bb mint gy didk keriil s'-re. Megéllapithatjuk tehat,
hogy Z' = Z, és u(t) ¢ Z esetén p/(t) ¢ Z, hiszen t jobban szereti p*(t)-t azokndl a Z-belieknél,
amiknek eléri a ponthatarat (itt ¢ # t*, hiszen pu(t*) € Z). Igy ¢'-re is teljesiil az &llitas.

2. eset: nincs olyan s € Z, ami emeli a ponthatarat. Tegyiik fel, hogy egy s’ € S\ Z szakra
0, > 0% . Kell lenni egy ¢’ didknak, aki az £(s’, ,, — 1) ponthatdroknal s’-re keriil, y*-ban viszont nem.
Ekkor vagy t' = t*, vagy p*(t') € Z, hiszen ellenkezd esetben az ((s', £/, —1) ponthataroknal is legalabb
olyan j6 szakra keriilne, mint p*(¢'), s’ viszont rosszabb szdmdara. Az &llitds miatt ez csak tgy lehet,
ha

({teT:p*t)eZyU{t'H\{teT ut)e Z} = {t'}.

Kovetkezésképp csak ezen az egy szakon emelkedhet ¢* f6lé a ponthatar, azaz 7/ = Z U {s'}. Rdaddsul
az ((s', 0}, — 1) ponthatdrhizdsnél s'-re ugyanazok keriilnek, mint p*-ban, plusz még a t’' didk.

Ebbdl lathatjuk, hogy p*(t*) # s, hiszen vagy t' = t*, vagy u(t*) € Z, tehat az ((s',¢,, — 1)
ponthatdrokndl ¢* nem keriil s'-re. Az elsé esethez hasonléan az is igaz, hogy u(t) ¢ Z' esetén p/(t) ¢ Z',
hiszen ¢ p*(t)-t jobban szereti azoknal a Z’-belieknél, amiknek eléri a ponthatarat (vegyiik észre, hogy
itt ¢ # t*, hiszen p(t*) € Z'). Igy '-re is teljesiil az allitas. O

Az allitasbdl konnyen kovetkezik a tétel. Ugyanis az allitas szerint az algoritmus végén is teljesiil,
hogy u*(t*) ¢ Z, azaz pu*-ban t* nem keriilhet olyan s szakra, amire £} > ¢%. Igy olyan szakra keriil,
ahova az /! ponthatérok szerint is felvennék, méarpedig p(¢")-ban t* a szdméra legjobb ilyen szakra
keriil. O

4.60. megjegyzés. A vidéki féiskola tételt (4.53. Tétel) a ponthatar-hiuzasok segitségével is konnyti
beldtni. Feltessziik, hogy egyik szakon sincs pontegyenléség. Figyeljitk meg, hogy ha ¢ stabil és p(¢)-
ben egy s szak nem tolti ki a kvotajat, akkor £; = 0, hiszen 1-gyel vald csokkentésnél legfeljebb 1-gyel
néhet a felvettek szama. Mivel /T < ¢, sziikségképp £ = 0, és akit u(¢1)-ban s-re vesziink fel, azt u(¢)-
ben is. Igy minden olyan szakra, ami u(f)-ben nem tolti be a kvétajat, pu(¢T)-ban legfeljebb azokat a
digdkokat vessziik fel, akiket u(¢)-ben is. De mésrészt a sehova fel nem vett didkok halmaza u(£1)-ban
a legkisebb, hiszen ott a legalacsonyabbak a ponthatdrok. Ez csak tgy lehet, ha pu(f)-ben a sehova
fel nem vett didkok ugyanazok, mint u(¢")-ban, és minden olyan szakra, ami nem éri el a kvétajat,
pontosan ugyanazokat a didkokat vessziik fel y(¢)-ben mint p(¢")-ban.

91



5. Kifizetéses kooperativ jatékok

Az el6z6 fejezetekben szerepl6 Ujraelosztasi és stabil parositasi feladatokban nem vettik figyelem-
be, hogy egy koalicioban esetleg érdemes lehet kifizetésekkel karpdtolni azokat a jatékosokat, akik
rosszabbul jarnak, hiszen igy meggyoOzhetjiik 6ket, hogy vegyenek részt a koaliciéban. Ebben a feje-
zetben egy altalanos modellt tekintiink olyan kooperativ jatékok leirasara, ahol a haszon tjraoszt-
haté a koalicibé résztvevoi kozott. Ehhez persze sziikséges a haszon szamszertisitése, tehat nem elég
preferencia-sorrendeket nézni.

Az altalanos modellben adott n jatékos, és egy v : 2" — R halmazfiiggvény, ami minden koaliciéhoz
hozzarendeli a koalicié altal elérhet6 maximalis hasznot; ez a koalicié értéke. A v a jaték érték-
fiiggvénye. Egy z € R" vektor érvényes kifizetés, ha > | z; = v([n]).

Példa: parositas jaték ¢ Nézziik azt a jatékot, ahol a jatékosok egy G = (V, E) graf csucsai, adottak
w, élstlyok minden élre, és egy U C V koalicié értéke a G[U]-beli maximadlis stilyt parositas silya:

v(U) = max{w(M) : M parositds G[U]-ban}.

Egy érvényes kifizetés egy olyan z € RY vektor, amire > wev Zu egyenlé a G-beli maximalis silyd
parositas silyaval. Milyen egyéb tulajdonsagokat szeretnénk megkévetelni a kifizetésrol 7 Nyilvan nem-
negativnak kellene lennie, hiszen kiilonben a negativ kifizetést kapé jatékos jobban jar ha kiszall (ezt
ugy is megfogalmazhatjuk, hogy 2z, > v({u}) minden u csticsra). J6 lenne azt is teljesiteni, hogy z, +
+ 2, > Wy minden uv € E élre, hiszen kiilonben ez a két jatékos jobban jar ha kiilonvalik a tobbiektol
és egylutt wy, hasznot elér.

Altalaban nem feltétleniil létezik ezeket kielégitd kifizetés. Péld4ul ha G egy haromszog és minden
stuly 1, akkor a maximalis parositas silya 1, tehat ezt kellene szétosztani, de igy, hogy minden par is
legalabb 1-et kapjon egytitt, ami lehetetlen. Ha G péros graf, akkor viszont mindig van ilyen kifizetés!
Hogy ezt beldssuk, tekintsiik a maximalis stlyt parositas probléma LP relaxaltjit, és annak dudlisat:

max E Wele min Z 5
u

eeE

ueV
x>0 2> 0
Z Tup < 1Vu eV Zu + 2y > Wy Yuv € E

ORVISI

A primal és a dudl optimumérték megegyezik. Paros graf esetén a primal optimumérték pont a maxi-
malis silyt parositas silya, tehat ezt kell szétosztani. Viszont az optimélis dudlis megoldas pont egy
olyan szétosztés lesz, ami teljesiti a fenti feltételeket!

Létszélag még erdsebb feltétel, ha azt koveteljitk meg a z kifizetésrdl, hogy z(U) > v(U) minden
U C V koaliciéra. Azonban ebben a pérositési jatékban kénnyen beldthat6, hogy az élekre vonatkozd
feltétel implikélja ezt a feltételt is, hiszen G[U] maximélis stlyt parositdsdnak minden élére igaz, hogy
a két végpont egyiitt legalabb annyit kap, mint az él stlya, tehat Osszesen legalabb annyit kapnak,
mint a parositas silya. Altaldnos jatékokban viszont ezt az erésebb definiciét fogjuk hasznalni.

5.1. A jaték magja (core)

5.1. definicié. Egy x € R" kifizetés-vektor a jaték magjaban van, ha érvényes, és minden S C [n]
koaliciora
Z x; > v(9).

€S

Késébb latjuk majd, hogy nem csak a mag-beli kifizetés-vektorokat érdemes vizsgalni, de el6szor
mutatunk két jatékot, ahol kénnyen taldlhaté mag-beli vektor.
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Owen-féle termelési jaték

Adott n termeld (a jatékosok), m eréforras, és k termék. Az i-edik eréforrasbél a j-edik jatékosnak
bi; all rendelkezésére. Az [-edik termékbdl egységnyi elddllitdsdhoz az i-edik erdforrdsbdl a;-re van
sziikség. Az l-edik termék értékesitési egységara c;.

Egy koalici6 értékét az adja, hogy az eréforrasaikat 6sszeadva maximum milyen bevételt tudnak
elérni. Ez a kovetkez6 linedris programozasi feladattal irhaté le:

k k
v(S) =max{ > quyix >0, Y agx <Y by Vi € [m]
= =1 jes

Az S koaliciéra vonatkozd feladat dudlisa a kovetkezd alaku:

m m
(Dg) min Z Z bijyi 1y > 0, Zailyi > ¢ Vi € [k]
i=1jes i=1

Legyen y* a (Dy,)) feladat egy optimélis megoldésa, és legyen z; = >3\, b;;y; . Megjegyezziik, hogy
a duédlis feladatnak és a z vektornak van egy szemléletes jelentése is. A dudlis feladat tekinthet6 gy,
hogy egy kiils§ cég fel akarja vasarolni az Gsszes jatékos erdforras-készleteit, és visszautasithatatlan
ajanlatot akar tenni az er6forrasok arara. Ennek az a feltétele, hogy minden termékben a nyersanyagok
Ossz-ara legalabb annyi legyen, amennyiért azt a terméket el lehet adni, igy a jatékosoknak megéri
termelés helyett eladni a kiils6 cégnek az eréforrasaikat. Az optimaélis dualis megoldas pedig a le-
hetd legkisebb visszautasithatatlan ajanlat. Ebben az értelmezésben z; pedig az az Osszeg, amit az
ajanlattevo a j-edik jatékosnak fizet.

5.2. tétel (Owen). A z vektor benne van a jaték magjdaban.

Bizonyitds. Az erés dualitas tételbdl kdvetkezik, hogy
n m m n
> % bigyi =Y Y bijyi = v([n]),
j=1

1i=1 i=1j=1
tehat z érvényes kifizetés. Masrészt tetszéleges S koaliciora y* megengedett megoldédsa a Dg feladatnak,
igy a gyenge dualitas tétel értelmében

v(S) < Zzbz‘jyf = Zzbiﬂﬁk = sz,

i=1;€S jesi=1 =

J

n

azaz z a magban van. O

5.3. megjegyzés. Mivel a linedris programozasi feladat megoldhaté polinom id6ben, ebben a jatékban
polinom idében tudunk egy mag-beli kifizetés-vektort talalni.

Minimalis feszito fa jaték

Egy régidoban 4j eromi épiil, és a régié telepiilései kozott Osszekottetéseket kell épiteni tgy, hogy
mindenki csatlakozzon a halézathoz. Ez modellezheté minimalis koltségli feszité fa problémaként:
adott egy G = (V, E) iranyitatlan graf, egy c € R élkoltség-vektor, és egy kijelélt r € V' gyokér, ami
az eréminek felel meg. A legjobb megoldas egy minimaélis koltségli feszité fa, ennek keresésére ismeriik
gyors algoritmusokat (Prim, Kruskal). Most azonban azt a kérdést vizsgaljuk, hogy az épités koltségét
a telepiilések hogyan osszak meg egymas kozott.

Ha telepiiléseknek egy S C V — r részhalmazanak tal sokat kell kifizetnie, fennall a veszély, hogy
inkabb kiilon projektben, sajat maguk épitik meg az Gsszekottetésiiket, azaz az S + r csicshalmazon
épitenek egy feszité fat. Egy U C V cstcshalmazra legyen OPTy a minimalis feszité fa koltség az
U éltal feszitett részgrafon. A feladat altal meghatarozott kooperativ jatékban a jatékosok halmaza
V —r, az S koalici6 értéke pedig

v(S) = —OPTgyr,
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hiszen a koltség tekinthetd negativ haszonnak. Hogy ne kelljen ellentettet venni, inkabb haszon helyett
koltségeket néziink, azaz a magban az

{r e RV :2(V —7) = OPTy, z(S) < OPTg,, VS CV — 7}

vektorok vannak.
Bird megmutatta, hogy ebben a jatékban is konnyi mag-beli vektort taldlni. Egy T feszito fara és
v € V —r cstcsra jelolje e(v, T') a faban a v-bol r-be vezetd egyértelmii titnak az els§ élét.

5.4. tétel (Bird). Legyen T™ egy tetszdleges minimdlis koltséqi feszitd fdja G-nek. Ekkor a zy = ce(y1)
(v eV —r) vektor a jaték magjiban van.

Bizonyitds. Mivel T minden éle pontosan egy v € V — r cstcsra egyenlé e(v, T*)-gal, z teljesiti a
2(V—r) = c¢(T*) = OPTy feltételt. Legyen most S C V — r egy tetszleges koalicid, és Tg egy
minimélis koltségii feszit fa az S+ r altal feszitett részgrafon. Tegytik fel indirekt, hogy ¢(Ts) < z(.5).
Legyen F = T*\ {e(v,T%) : v € S}. Az F erdének |S| + 1 komponense van, egyikben van r, mig az
Osszes tObbi pontosan 1 S-beli cstcsot tartalmaz. Ebbol kévetkezik, hogy F' + Tg feszito fa, és

c(F+Ts)=c(T*) — 2(S) + c¢(Ts) < e¢(T*) = OPTy,
ellentmondas. ]

5.5. megjegyzés. A z vektor meghatarozasisanak van egy szemléletes modja, ha a Prim algoritmust
hasznaljuk r-bél kiindulva a T™ fa megkeresésére. A Prim algoritmusnédl minden lépésben adott egy
U csucshalmaz (kezdetben {r}), és azon egy minimélis koltségii feszité fa. Az altaldnos lépésben
megkeressiik az U-hoz legkozelebbi v csticsot, az 6t U-hoz kot6 legrovidebb élt hozzavessziik a fahoz,
és a v csicsot hozzaadjuk U-hoz. Mivel az 1j él a végsé T™ fara nézve e(v, T) lesz, a z, = Ce(y,1+)
koltségmegosztas azt jelenti, hogy v hozzakotését az addigi fahoz teljes egészében v fizeti.

5.6. megjegyzés. Lattuk, hogy ebben a jatékban is konnyen kiszamolhat6é egy mag-beli vektor, de
kénnyli olyan pédat mutatni, ahol ez a z koltségmegosztas igazsagtalannak tlinik. Példaul ha a te-
lepiilések egymaéashoz kozel vannak, de az er6miitél messze, akkor egyetlen telepiilés fizeti a teljes,
erémiithoz vezet6 bekotést, mig a tobbiek csak a rovid, telepiilések kozti szakaszokat. Ezért érdekes
lehet, hogy tudjuk-e a teljes magot jellemezni, hatha a jellemzés segitségével igazsagosabb koltség-
megosztas is talalhaté. Faigle, Fekete, Hochstéattler és Kern megmutattak, hogy ilyen jellemzés nem
varhaté: coNP-teljes egy adott x vektorrél eldonteni-hogy benne van-e a magban.

5.7. megjegyzés. Tekinthetjiik a feladatnak azt a valtozatat, amikor irdnyitott grafunk van, és olyan
részgrafot kell épiteni, amiben minden csticsbdl van r-be irdlyitott Ut, azaz egy r gyokerii be-feny6t.
A 5.4. tételéhez hasonld bizonyitdssal lathatd, hogy a fent definidlt z ebben a jatékban is a magban
van. A bizonyitast azzal kell kiegésziteni, hogy F' minden komponensében az S-beli cstcs (illetve r) a
nyelo, igy F' + T is be-fenyo.

5.2. A Shapley-érték

Ebben a fejezetben mas megkozelitést alkalmazunk, a stabilitds helyett az igazsdgossagra helyezziik
a hangsilyt. Rdadasul nem csak egyetlen jatékra akarunk érvényes kifizetést talalni, hanem az Gsszes
lehetséges n-jatékosos jatékra; nevezziink egy ilyet érvényes kifizetési sémanak. El6szor definidlunk
néhany egyszeri axiémat, amiket egy igazsagos kifizetési sémanak illik teljesitenie, majd megmutatjuk,
hogy ezeket valgjaban egyetlen érvényes séma teljesiti: az igynevezett Shapley-érték.

Jelolje z¥ a kifizetési séméaban a v érték-fiiggvény(i jatékhoz tartozo kifizetés-vektort. Az axiomak
a kovetkezok :

— Szimmetria: ha adott v-re és i, j jatékosokra teljestil, hogy v(S+1i) = v(S+4) VS C [n]\ {i, 5},
akkor z¥(7) = 2¥(j).

— Lényegtelenek elhanyagoldsa: ha adott v-re és i jatékosra v(S + i) = v(S) VS C [n] \ {i},
akkor z"(i) = 0.
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— Additivitas: Tetsz6leges v és v’ érték-fiiggvényekre és tetszbleges i € [n]-re zV1Y (i) = 2(i) +
+ 2V ().

A szimmetria és a lényegtelenek elhanyagoldsa természetes feltételek egy igazsagos elosztasnal.
Az additivitast az indokolja, hogy ne legyen kiilonbség akozott, hogy két jatékot egymas utén kiilon
jatszunk, vagy a kettét egyiitt egyetlen jatéknak tekintjiik. Meglepé mdédon egyetlen olyan érvényes
kifizetési séma van, ami ezt a harom egyszeri axioméat teljesiti.

5.8. tétel (Shapley). A hdrom azxidmdt egyetlen érvényes kifizetési séma elégiti ki, mégpedig a kovet-
kezéképpen definidlt Shapley-érték :

SCRI

SCn\{i} SCn]\{i}

5] (n = [S] = 1)!

-1
W(S+i)—v(S)=n"t Y (”@f) (v(S 4 i) — v(S)).

Bizonyitds. Eloszor is lassuk, mi a Shapley-érték szemléletes jelentése. Tegyiik fel, hogy a jatékosok
véletlen sorrendben érkeznek, igy egyesével noveljiik a koalicid elemszamat, és azt nézziik, hogy egy
adott jatékos érkezésekor a v érték-fliggvény szerint hogyan valtozik a koalicié értéke. A fent definidlt
2Y(i) érték pont azt fejezi ki, hogy az i jatékos érkezésekor mennyi a valtozas varhaté értéke. Kénnyen
ellendrizhetd a képlet alapjan, hogy ez a z teljesiti mindharom axiémat.

Az egyértelmiiség bizonyitasahoz elGszor az tgynevezett karakterisztikus jatékokon vald egyértel-
miiséget bizonyitjuk. Adott U C [n]-re és a € R szamra tekintsiik az aldbbi érték-fuggvényt:

v(S) =

o haUCS
0 kilonben.

Ebben a jatékban minden U-beli jatékosnak ugyanaz a szerepe, a tobbi jatékos pedig elhanyagolhaté.
Igy az axidomakat teljesité egyetlen érvényes kifizetés a

23) = af/|U| haieU
o kiilonben.

Altaldnos v-re Ggy bizonyitjuk az egyértelmiiséget, hogy megmutatjuk, hogy v elé4ll karakterisztikus
érték-fuggvények osszegeként. Legyen o({i}) = v({i}) minden i € [n]-re, és definidljuk az a(S) értéket
rekurzivan az

Ucs

képlettel. Ekkor konnyti latni, hogy ha osszeadjuk az Osszes S-re az S halmazhoz és az «(S) szdm-
hoz tartozé karakterisztikus érték-fiiggvényeket, akkor pont v-t kapjuk. Igy az additivitds axiéma
értelmében 2V csak a karakterisztikus jatékokhoz tartozo kifizetés-vektorok osszege lehet. O

Bar a tétel explicit képletet ad a Shapley-értékre, ebben exponencidlisan sok tagi Osszeg szerepel,
tehat nem hatékony gy kiszdmolni. Altaldnosségban nem is lehet hatékonyan: a parositds jatékokban
példaul # P-teljes feladat a kiszdmolédsa (bar véletlen algoritmussal jol kozelithetd).

A Shapley-érték hasznalhat6 arra is, hogy szavazési szitudcioknél a szavazdk tényleges erejét jelle-
mezzilk. A kovetkez6 egyszeri silyozott szavazési procedurat nézziik: adott n jatékos, az i-ediknek w;
sulyu a szavazata (példaul egy cég kozgytilésében lehet a tulajdoni hanyaddal aranyos), és adott egy
kiiszob: egy hatarozat elfogaddsiahoz tobb mint 5 szavazat kell. A szavazdshoz tartozé érték-fliiggvény
a kovetkez6 0-1 fliggvény:

U(S)—{l h?“;z‘eswi>5
0 kiilonben.

A Shapley-érték (amit ebben az Gsszefiiggésben Shapley-Shubik Power Indexnek neveznek) itt egysze-
riibben definialhaté, bar még ezt az egyszeriibb képletet is NP-nehéz kiszamolni:

i) = 3 { BEOIIZD g ¢ i, w(s) < 6 < () + ).
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5.9. megjegyzés. A Shapley érték tovabbi két kivanatos tulajdonsiggal is rendelkezik:

— Marginalisoktdl fiiggés: ha az n-személyes, v1 és vo értékfiiggvényekkel definialt jatékok olya-
nok, hogy egy adott i jatékosra v (S+i) —v1(S) = v2(S+i) —v2(S) minden S C [n]—1i koalicidra,
akkor z¥1(i) = 2"2(7).

— Kiegyenstlyozott parok: tetsz6leges v értékfiiggvényre és i, j € [n] jatékosokra 2 (i)—2\ (i) =
= 2Y(j) — 2°\'(§), ahol v \ i azt az n — 1 személyes jatékot jeloli, ahol i-t kihagyjuk. Vagyis: i
ugyanannyit nyer azzal, hogy j kiszall a jatékbdl, mint amennyit j nyerne azzal, hogy ¢ kiszall.

El6bbi azonnal kévetkezik a definiciobodl, mig utébbit konnyt ellen6rizni karakterisztikus jatékokra.

5.3. Konvex jatékok

A Shapley-érték nincs mindig a magban, sét, Deng és Papadimitriou bebizonyitottdk, hogy NP-nehéz
eldonteni, hogy a magban van-e. Van azonban jatékoknak egy fontos osztilya, ahol automatikusan a
magban van.

5.10. definicié. A v fiiggvény szupermodularis, ha tetszéleges X,Y C [n] esetén v(X) +v(Y) <
<o(XNY)+ov(XUY). Egy jaiték konvex, ha az érték-fiiggvénye szupermoduldris.

A szupermodularitdst méasképp is lehet jellemezni.
5.11. tétel. Az aldbbi hdrom ekvivalens:
i) v szupermoduldris
i1) tetszdleges S CT C [n] és Z C [n]\ T esetén v(SUZ)—v(S) <v(TUZ)—v(T)
i11) tetszéleges S CT C [n] ési € [n]\ T esetén v(S+i) —v(S) <v(T +1i) —v(T).

Bizonyitds. Az i) < i) és ii) = 4i1) implikaciok vilagosak. A 4ii) = 4i) implikdciét Z mérete szerinti
indukciéval bizonyitjuk. A |Z| = 1 eset pont iii)-nak felel meg. Altaldnosan, legyen i € Z tetsz6leges.
Indukcié szerint S, T, Z — i-re igaz az &llitds, tehat v(SUZ —i) —v(S) < v(TUZ —1i) —v(T). Méasrészt
i1i)-at alkalmazva SUZ —i, TUZ —i,i-re azt kapjuk, hogy v(SUZ)—v(SUZ—i) < v(TUZ)—v(TUZ —1).
A kett6bdl egyiitt kovetkezik 7). O

A i7) tulajdonsag szemléletesen azt jelenti, hogy egy jatékos egy b6vebb koaliciénak jobban meg-
noveli az értékét, mint egy sziikebb koaliciénak. Ha koltségekkel fogalmazzuk meg ugyanezt, akkor
arrol van sz6, hogy egy jatékos csatlakozasa egy bévebb koalicidhoz kevésbé noveli a koltséget, mint
a csatlakozasa egy szlikebb koalici6hoz. Sok olyan jaték van, ahol a jaték természetébdl adéddan ez
mindig teljestl.

5.12. tétel. Konvex jdték esetén a Shapley-érték a magban van.

Bizonyitds. Legyen i1, ..., a jatékosok egy sorrendje, és legyen U; = {i1,i2,...,1;}, valamint Uy =
= (). Megmutatjuk, hogy A z(i;) = v(U;) — v(U;_1) érvényes kifizetés-vektor a magban van. Ebb6l
kovetkezik az allitas, hiszen a Shapley-érték ilyenek konvex kombinécidja, és a mag konvex.

Indirekt legyen S egy tartalmazdsra nézve maximalis koalici, amire v(S) > z(S5), és legyen j a
legkisebb index, amire i; ¢ S. A definici6 szerint v(U;j—1) = 2(Uj—1) és v(U;) = 2(Uj). A szupermo-
dularitas értelmében

v(S) +v(U;) < v(Uj-1) +v(U; US),

masrészt nyilvan z(S) + 2(U;) = 2(Uj—1) + 2(U; U S), igy azt kapjuk, hogy v(U; U S) > z(U; U S),
ellentmondasban S maximalitasaval. O
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Egy példa: fedési jaték

Az egyetem szeretne kiilonféle tudoméanyos folyodiratokra eléfizetni, ezért megkérdezik az egyetem in-
tézeteit, hogy mely folydiratokra lenne sziikségiik. Van n intézet, m folydirat, és F; C [m] az i-edik
intézet altal igényelt folydiratok halmaza (feltehetjiik, hogy minden folyéiratot legaldbb egy intézet
igényel). Ha t darab folydiratot fizetiink elé, akkor az el6fizetési koltség f(t), ahol f monoton névé
konkav figgvény. Hogyan osszuk el igazsagosan az el6fizetések teljes koltségét az intézetek kozott?

A feladathoz definidlhatunk egy jatékot, a kovetkezd értékfiigvénnyel:

v(8) = —f([ViesEil) (S < [n]).

Egy koalicié koltsége tehat a koalicié tagjai altal igényelt folybiratok elofizetési koltsége. Konnyt latni,
hogy a v értékfliiggvény szupermodularis az f fliggvény konkavitasa miatt. A jaték tehat konvex, igy
a Shapley-érték a magban van.

Minimalis feszit6 fa jaték ujra

Térjik vissza ahhoz a kérdéshez, hogy a feszito fa jatéknal tudunk-e igazsagosabb mag-beli koltség-
megosztast taldlni, mint a Bird-féle? Ha a jaték konvex volna, akkor a Shapley-érték egy ilyen igaz-
sdgosabb megosztas lenne. Kénnyti azonban olyan silyozott grafot mutatni, ahol a jaték nem konvex,
és a Shapley-érték nincs a magban. Legyen V = {r, vy, v9,v3}, és G = Ky. Az rv; él koltsége legyen 1,
a tobbi él koltsége pedig 0. Igy a {v1} koalici6 értéke -1, a tébbi koaliciéé pedig 0. Konnyti latni, hogy
a magban csak a csupa 0 vektor van. Viszont a Shapley-érték szerint v1-nek 1/3-ot kell fizetnie, mig
vg és v3 1/6-ot kapnak.

Ennek ellenére egy triikkel mégis ki tudjuk hasznalni a Shapley-érték jé tulajdonsagait. Definialjuk
a kovetkez6 médositott koltséget a teljes (n + 1)-cstcst graf élein élein:

Cop =min{y:az {e € E : ¢, < v} részgrafban van u — v ut}.

Jelolje v* a ¢* koltséghez tartozo érték-fiiggvényt, v pedig az eredetit (figyelem: a jaték értéke a koltség
ellentettje!)

5.13. tétel. Minden S koaliciora v*(S) > v(S5), és v*([n]) = v([n]). A v*-hoz tartozé jaték konvex.

Bizonyitds. Mivel a silyokat csokkentettiik, tetszdleges feszitett részgrafon a minimalis sulyn feszit6
fa sdlya csokken. Masrészt pl. a Kruskal algoritmusbdl 1lathatd, hogy a teljes csticshalmazon az eredeti
minimalis sily feszit6 fak tovabbra is minimalis silytak lesznek. A konvexitashoz azt kell megfigyelni,
hogy tetszoleges ¢ és S C V \ {r,i} esetén v*(S + i) — v*(S) pont az i-bdl (S + r)-be mend, ¢* szerint
legolesébb €l koltségének ellentettje (c-re ez nem volt igaz). Igy teljesiil, hogy minden U C S C [n]-re
és minden i ¢ S-re v*(S + 1) — v*(S) > v*(U + 1) — v*(U). O

A tétel alapjan egyrészt a ¢*-hoz tartozo mag része a c-hez tartozé magnak, masrészt a ¢*-hoz tar-
tozd Shapley-érték a konvexitas miatt benne van a magban, kovetkezésképp benne van a c-hez tartozé
magban is. Megfigyelhetjiik, hogy abban a példdban, ahol a telepiilések egymashoz kozel vannak, de
az erOmiitol messze, ez a koltségmegosztas sokkal igazsdgosabb, mint a Bird-féle. Ugyanis egy adott
jatékosnak pontosan azoknal a sorrendeknél lesz nagy a koltsége, ahol 6 az els6; tehat a varhaté érték
kb. ugyanaz lesz minden jatékosnal.

5.14. megjegyzés. Belathatd, hogy a v* értékfiiggvényhez tartozé Shapley-értéket a kévetkezd képlet
adja meg. Egy adott u cstcsra jeldlje ¢j(u),...,ch_;(u) az u-bdl a tobbi nem-gydkér cstcsba mend
élek sulyait novekvo sorrendben. Ekkor az u jatékos Shapley-érték szerinti hozzajarulasa

¢y min{cr,, ei(u)}
2lu) = 04y e
no = i(i+1)

Ezzel szemben az eredeti v értékfiiggvényhez tartozé Shapley-érték kiszdmolasa # P-teljes feladat.
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5.4. A nukledlusz

A nukledlusz a Shapley-értéktél kiilonbozé jé tulajdonsdgokkal rendelkez6 érvényes kifizetés, amit Sch-
meidler vezetett be 1969-ben. Ha a mag nemdiires, akkor a nukleblusz — a Shapley-értékkel ellentétben
— mindig a magban van. A nukledlusz definidldsdhoz tekintsiink egy v értékfiiggvényt és egy z érvényes
kifizetést. Jelolje L(v, z) = (S1,52,...,Son) az dsszes koalicié z(S) — v(S) szerinti ndvekvd sorrendben
rendezett listajat, és jelolje q(v, z) a (2(S1) — v(51), 2(S2) — v(S2), ..., 2(S2n) — v(S2n)) vektort. A v
jaték nukledlusza az a z érvényes kifizetés, amire a q(v, z) vektor lexikografikusan maximalis (azaz els6
eleme a lehetd legnagyobb, azon beliil masodik eleme a lehetd legnagyobb, stb.).

Vildgos, hogy ha a mag nemiires, akkor van olyan z érvényes kifizetés, amire a q(v, z) vektor
nemnegativ, tehat a lexikografikusan maximalis is ilyen, azaz a nukledlusz a magban van.

5.15. tétel. A nukledlusz egyértelmdi.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy z; és 29 is kielégiti a nukledlusz feltételeit, azaz olyan érvényes kifizetések,
hogy q(v, z1) és q(v, z2) is lexikografikusan maximaélis (ebb&l mér kovetkezik, hogy ¢(v, z1) = q(v, 22)).
Legyen z = %(zl + z9); ez szintén egy érvényes kifizetés. Nézzik az L(v,z) = {S1,S2,..., S} listat
és a q(v,z) vektort. Tudjuk, hogy ¢(v,2)1 = 2(S1) — v(S1) = 2(21(S1) — v(S1) + 22(S1) — v(51)).
Mivel se z1(S1) — v(S1), se z2(S1) — v(S1) nem lehet kisebb mint z(S1) — v(S1) (hiszen akkor ¢(v, 2)
lexikografikusan nagyobb lenne mint ¢(v, z1) vagy q(v, z2)), azt kapjuk hogy 21(S1) —v(S1) = 22(S1) —
—v(S1), azaz z1(S1) = 22(S51). Ha mar belattuk hogy z1(S;) = 22(S;) minden ¢ < k — 1-re, akkor
ugyanezzel az érveléssel kijon i = k-ra is. Azt kaptuk, hogy 21(S;) = 22(S;) minden i-re, tehat z; =
= 29. O

A pérositas jatékban a nukledlusz polinom idében kiszamolhaté, mert csak a kételemii koalicidkat
kell figyelembe venni, igy egymés utéan polinom sok polinom méreti LP-t kell megoldani. A feszit6 fa
jatékban viszont NP-nehéz kiszdmolni.

Példa ¢ Nézziik az 5.3. fejezetben leirt fedési jatéknak a kovetkezd egyszerti esetét. Osszesen 3 intézet
van és 2 folybirat; Fy = Fy = {1} és F5 = {2}. Itt a Shapley-értékre azt kapjuk, hogy 21 = z0 = —5/6,
z3 = —4/3, azaz a harmadik intézet kevesebb mint dupla annyit fizet, mint az els kett6. Ha viszont a
nuklebluszt akarjuk megtaldlni, akkor elészor is olyan z kell, ami maximalizélja a z(S) — v(S) értékek
minimumat a nemtrividlis koaliciékon. Mivel z1 + zo 4+ 23 = —3, és feltehetjiik, hogy 21 = 29, ez a
kovetkezdre vezet :

max min{—1 — 23, 23/2 + 3/2}.

Az egyértelmii megoldéds 21 = z9 = —2/3, z3 = —5/3, azaz itt a harmadik intézet t6bb mint dupla
annyit fizet, mint az els6 ketto.
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